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1. Einleitung. Zielsetzung

Zahlreiche Probleme der technischen und theoretischen Mechanik und
Elektrizititslehre, in einem allgemeineren Sinne ja sogar die der technischen
und theoretischen Physik, fiilhren zu mit (linearen) algebraischen Gleichungs-
systemen verbundenen Eigenwertaufgaben. Wir wollen einige dieser Probleme
anfiibren : Die Bestimmung der Eigenfrequenzen von Schwingungssystemen
mit endlichem Freiheitsgrad, Bestimmung der kritischen (Ausknickung her-
vorrufenden) Kriftesysteme von Konstruktionen, die durch mit elastischen
Gelenken verbundene starre Stidbe ersetzt worden sind [1], Bestimmung der
Resonanzfrequenzen von aus konzentrierten Elementen bestehenden elektri-
schen Netzen, Berechnungen von infraroten Spektren. Alle diese Probleme
kénnen mit Hilfe der im allgemeinen hermitischen, méglicherweise schrig
hermitischen Matrizen 4 = [a;;] und B = [b;] und des Spaltenvektors

x == [ x; ] folgendermalBlen formuliert werden : es werden die (Eigen)-Werte
x,l
gesucht, fiir welche das fiir x,, ..., x, angeschriebene homogene lineare algeb-

raische Gleichungssystem
(AB+A)-x=35 (1)

auch Loésungen besitzt, die von x; = ... = x, = o unterschiedlich sind. Bei
einigen Anwendungen stellt B eine Einheitsmatrix (n-ter Ordnung) dar.

Es wurde von S. Falk bewiesen [2], daB} diese Aufgabe mit Hilfe eines

von ihm mitgeteilien endlichen ITterationsverfahrens und erforderlichenfalls

1 Periodica Polytechnica M. 1173,
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noch einer spektralen Verschiebung oder eine Multiplikation mit einem ent-
sprechenden skalaren Faktor auf eine oder mehrere Aufgaben

(GE,+0)-5=3s (2)

abgebildet werden kann, die im Wesen mit (1) iibereinstimmende Eigenwerte
und mit den Eigenvektoren von (1) in eindeutigem Zusammenhang stehende
Eigenvektoren besitzt. Die Abbildung ist dann méglich, wenn sowohl B wie
auch A hermitische oder schrig hermitische (das heifit fiir reelle Elemente
symmetrische oder schridg symmetrische) Matrizen darstellen, und die eine
von beiden positiv oder negativ definit ist. Wenn (1) in mehrere Aufgaben
von Form (2) zerfillt, so betrdgt die Summe der Ordnungszahlen der in den
erhaltenen Aufgaben der Form (2) vorkommenden Matrizen E, (oder U,) n.
Hier stellt

€nim .

eine diagonale Matrix mit lauter positiven Elementen dar; {J, stellt eine

a

Matrix folgender Form dar:

Uy o Upe
Lt Hay — Uz ’
— Uy Ugy — Uy
Ui=|. . . A . . .
- um-—-l, m—2 um—l, me-1 - um--l, m
- um‘Al, m Wy
~ . ! J—
Ujj =~ 0, "11 — U39 20, — Uyo ~7 Ugy — Ugg = 0O,
1 e ! J—
—Uyy T Ugy — Ugy =0, .. . = Uy ), me2 5 Wiy, el — WUy, m == O

— Up_1. m T Upmm = 0. In beiden Matrizen bezeichnen die leer gelassenen Stel-
len Elemente gleich Null.

Unabhingig von den physikalischen Problemen, denen (1) entspringt,
und den Dimensionen von e; und u; kann jede zu (2) gehérende Gleichung
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det (LE, + U, = o als eine Gleichung gedeutet werden, die die Eigenkreis-
frequenz ¢ = l/_ 7 des Sch\slngunfrssystems nach Bild 1, mit der Bewegungs-
gleichung E°-¥ = — U, - y. bestimmt. Hier unterscheidet sich E; von
E, und U von U, hochstens in einem konstanten Faktor entsprechender
Dimension und mit einem Zahlenwert gleich 1. Die Maf3zahlen der Massen und
Federn des Schwingungssystems nach Bild 1 kénnen somit aus den nachste-
henden (im allgemeinen nur MaBzahl-) Gleichungen erhalten werden :

m; = €;, i:]_,..,, n
1 1
e . — . ;e g
Cop = ——"3 Cy= —, 1F=].
"11 = Uys ll.-j

m m m
' W m’"_{%j:
P B s BV S :
Y1 Y2 Ym

Bild 1. Die technischen Eigenwertaufgaben kénnen im allgemeinen auf die Bestimmung der

Eigenfrequenzen und Schwingungsformen dieses Schwingungssystems zuriickgefiihrt werden.

Die MafBzahlen der Federkonatanten wurden mit der folcrenden Dimension dehmert Linge-
dimension/ I\raftdnnenqon

Zusammenfassend: Die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren der
den oben ausgefiihrten Bedingungen geniigenden Aufgabe kann auf die Be-
stimmung der Eigenfrequenzen und Schwingungsformen von einem oder
mehreren Schwingungssystemen nach Bild 1 zuriickgefithrt werden.

Vorliegende Arbeit schligt zur Bestimmung der Eigenfrequenzen und
Schwingungsformen (Eigenvektoren) des Schwingungssystems nach Bild 1
eine Methode [7] vor, die aus der Verbindung zweier bereits bekannter, jedoch
nach Kenntnis des Autors bis zur Zeit nicht kombinierter Verfahren besteht,
und demgemif} neuartig und nieht allein von theoretischem lnteresse zu sein
scheint. Die Eigenwertprobleme (z. B. die Bestimmung der Eigenfrequenzen
der Torsionsschwingung der Kurbelwelle eines Verbrennungsmotors oder der
longitudinalen Schwingung einer linearen Atomkette, die Bestimmung der
Resonanzfrequenzen einiger Vierpolketten), die unmittelbar in der Form nach
Bild 1 auftreten (oder sich von ihr nur darin unterscheiden, daBl beide Enden
des Modells frei oder gebunden sind), kénnen somit mit Hilfe dieser Methode
unmittelbar gelést werden. Mit Hilfe der Falkschen Abbildung kann jedoch
— wie wir es bereits in der Einleitung sahen — das Anwendungsgebiet der
Methode in bedeutendem Mafle ausgedehnt werden.

1%
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2. Die vorgeschlagene Methode zur Bestimmung der Eigenfrequenzen
und Schwingungsformen

Das Wesen der Methode [7] besteht darin, dafl das sogenannte Baranow-
sche Abspaltungsprinzip nicht mit der Kutzbachschen Konstruktion, wie es
in der Literatur iiblich ist [2], [3], [4]. [5], [6]. vielmehr mit der bisher kaum
verwendeten Kohnschen Konstruktion [8] verbunden wird. Die vorgeschla-
gene Methode weist gegeniiber den bisher iiblichen Verfahren folgende Vor-
teile auf:

A

Bild 2. Wenn die Eigenfrequenzen durch die Kutzbach-Baranowsche Methode bestimmt wer-
den, so mufl unbedingt mit der Bestimmung der hiochsten Eigenfrequenz begonnen werden.
Das Bild zeigt mit welchem umsténdlichen Probieren diese wohlbekannte Konstruktion ver-
bunden ist. Als Beispiel haben wir einen an dem einen Ende gebundenen Schwingungssystem
mit 6 Freiheitsgraden gewihlt. Durch die Winkelpunkte B, C, D, E und F der dick ausgezo-
genen fixierten und gegebenen (in einer hier nicht detaillierten Weise konstruierbaren) gebro-
chenen Linie werden fiinf (diinn ausgezogene) Geraden gezogen, deren giinstige Lage durch
Probieren in der Weise bestimmt werden soll, dafl die eingezeichneten sechs (in der Abb.
»lotrechten«) Linienstiicke die gleichen Lingen besitzen. In der niichsten Stufe miissen durch
die Punkte B’, C’, D', E vier Geraden gezogen werden, und zwar in der Weise, dafl die Lingen
der in #hnlicher Weise konstruierten fiinf lotrechten Geradenstiicke miteinander iibereinstim-
men, usw. Jedes Probieren ergibt je eine Lingenmallzahl. Die Quadratwurzeln der reziproken
Werte dieser Lingenmallzahlen sind den entsprechenden Eigenkreisfrequenzen proportional

a) Das in Verbindung mit der Kutzbach-Baranowschen Konstruk-
tion [3] wohl bekannte und unbequeme Herumprobieren {3llt fort. Dies besteht
darin, dafB} z. B. zur Bestimmung der m-ten Eigenfrequenz des Schwingungs~
systems nach Bild 1 — die unbedingt als Erste bestimmt werden soll — die-
jenige giinstige Lage von m—1 Geraden durch Herumprobieren bestimmt wer-
den muB}, in welcher die Lingen der durch sie ausgeschnittenen Strecken ein-
ander gleich sind. Die Schwierigkeiten dieses mehrmaligen Probierens fiir den
Fall von m = 6 wurden in Bild 2 dargestellt.

b) Die Methode liefert gleichzeitig Schwingungsformen,

¢) sie kann in einer recht einfachen Weise in ein Rechenverfahren umge-
wandelt werden,

d) sie kann fur eine Rechenmaschine in einfacher Weise programmiert
werden,

e) auf Grund des Verfahrens kann eine aus rein ohmischen Wider-
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Bild 3. Die Daten des Schwingungssystems :

my = 1500 kgsec? cm™?
my, = 200 . .
my; = 200 ve
mg = 200 v

5 = 200 T I

¢, = 0,05-10—°% crnkg™1?
Cos = 0,04.10-5 .
Cpy = 0,04:10°
C1s = 0,04.10-5

Die Konstruktion ergibt folgende Eigenkreisfrequenzen :

a, == 658 sec™*
ay = 542 sec™?

a, = 349 see™ !
a; = 141,5 see™?
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stinden bestehende, auch in ihrer einfachsten Form halbautomatische, Eigen-
werte und Eigenvektoren bestimmende elektrische Schaltung und

f) ein Mechanismus konstruiert werden.

Im folgenden wollen wir zuerst die Kohnsche Konstruktion und das
Baranowsche Prinzip kurz beschreiben, um dann den Gedanken der Verbin-
dung beider Verfahren darzulegen.

Der Grundgedanke der Kohnschen Konstruktion — gleich dem Grund-
gedanken zahlreicher Verfahren mit dhnlicher Zielsetzung — besteht darin.
dall das als die Hauptschwingung ausfithrend gedachte Schwingungssystem
durch Zerschneiden der Federn und Massen an den entsprechenden Stellen
probeweise in lauter Systeme mit einem Freiheitsgrad zerlegt wird, die mit-
einander iibereinstimmende Eigenfrequenzen besitzen. Diese sich aus der
Zerlegung unmittelbar ergebende Eigenfrequenz stellt gleichzeitig auch eine
Eigenfrequenz des ganzen Schwingungssystems dar. Der Gedanke dieser
Zerlegung ist besonders dann anschaulich, wenn durch die Zerlegung die
hochste Eigenfrequenz bestimmt wird. In diesem Falle miissen nédmlich die
Federn entlang der sogenannten reellen Knotenpunkten als durchgeschnitten
gedacht werden. Bei der Bestimmung anderer Eigenfrequenzen durch diese
Methode kommen auch weniger anschauliche imaginidre Knotenpunkte vor.
Ein besonderer Vorteil der Kohnschen Konstruktion im Vergleich mit anderen
dhnlichen Konstruktionen besteht darin, dafl bei ihrer Anwendung der giinstige
Wert nur einer einzigen geometrischen Angabe (einer Strecke) durch Probieren
bestimmt werden muB}, und die Konstruktion gestaltet sich noch einfacher als
bei dem wohlbekannten Seilpolygon.

In Bild 3 wird die Kohnsche Konstruktion an einem an seinen beiden
Enden freien System mit 5 Freiheitsgraden vorgefithrt. (Die Konstruktion
kann im Wesen in der gleichen Weise auf ein an seinen beiden Enden oder am
einen Ende gebundenes kettenartiges Schwingungssystemmodell angewendet
werden. Wir wihlten dieses Beispiel aus dem Grunde, weil bei der unmittel-
baren Untersuchung der Torsionsschwingungen der Kurbelwellen von Ver-
brennungsmotoren das Modell an seinen beiden Enden frei ist.) Die Konstruk-
tion wird vorbereitet, indem nach erfolgter Annahme der voneinander unab-
hingig zu wihlenden MaBstibe der Federkonstanten und der Massen das
sogenannte Geriist des Modells aufgezeichnet wird. Wir wollen den MaBstab
der Massen mit m_ (cm/kg sec® em™1), den der Federkonstanten mit ¢, (cm/em
kg~1) bezeichnen. Die Masse mit der Mafzahl m (ausgedriickt in kg sec® cm—1)
wird somit durch den Abstand a, = m - m_, die Federkonstante mit der
MaBzahl ¢ (ausgedriickt in em kg—?) durch den Abstand @, = ¢ - ¢, in centimeter
dargestellt.

Schritte der Konstruktion: Zuerst lassen wir in den Schnittpunkten der
die Massen und Federkonstanten darstellenden Strecken Senkrechten auf die
Geriistgerade fallen, sodann ziehen wir in dem probeweise angenommenen
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Abstand a, eine Parallele mit der Geriistgeraden. Nun zeichnen wir die Gerade
AH, ; diese wird im Punkte H, um einen rechten Winkel gebrochen und bis
zur Geriistgeraden verldngert ; nun zeichnen wir die Gerade C H,, die im Punkte
H, wieder um einen rechten Winkel gebrochen und bis zur Geriistgeraden
verlingert wird, und so weiter. Wenn die vom Punkte H, ausgehende letzte
Strecke der gebrochenen Linie eben in den Endpunkt B der Geriistgeraden
einlduft, so wurde der Abstand a, richtig angenommen. Es gelingt selten, den
Abstand a, beim ersten Probieren richtig zu treffen: in diesem Falle trifft
die letzte Strecke der gebrochenen Linie im Punkte B’ ein. ZweckmiBiger-
weise wird der Abstand BB’ unter Beriicksichtigung des Vorzeichens in Ab-
hingigkeit von einigen beim Probieren angenommenen a,-Werten aufgezeich-
net und mit Hilfe dieser Fehlerkurve der entsprechende a,-Wert durch graphi-
sche Interpolation festgestellt. Wenn auch die Kohnsche Konstruktion mit
Probieren verbunden ist, so kann doch der Fehler mit Hilfe der Fehlerkurve
auf ein MaB verringert werden, was praktisch unbedeutend ist.

Sollten sich im Laufe der Konstruktion einige Geraden einander viel zu
flach schneiden, so empfiehlt es sich, die Lage des Sehnittpunktes durch Berech-
nung zu bestimmen.

Das Geriist des urspriinglichen Systems wird durch die sich aus der
Konstruktion ergebenden Punkte D; und C; in lauter Geriiststiicke zerlegt,
die Systemen mit nur einem Freiheitsgrad entsprechen. Die Eigenkreisfre-
quenz a eines solchen Systems mit einem Freiheitsgrad ist nach den Erérterun-
gen des folgenden Abschnittes der reziproken Hohe des iiber das Geriist
gezeichneten rechtwinkligen Dreiecks proportional ; nach der Konstruktion
stimmen die zu den einzelnen Teilsystemen gehérenden Hohen miteinander
itberein, und so folgt es aus dem oben beschriebenen Zerlegungsprinzip. dafl «
gleichzeitig auch eine Eigenkreisfrequenz des ganzen Systems darstellt.
C,. C,. C; und C, stellen die Knotenpunkte dar. Ein Teil dieser Knotenpunkte
ist reell, ein anderer Teil imaginir. Die Anzahl der reellen Knotenpunkte
betrigt in Bild 3a vier, in Bild 3b drei, in Bild 3¢ zwei und in Bild 3d eins.
Die Anzahl der reellen Knotenpunkte gibt an, das wievielte das eben bestimmte a
in der iiblichen Reihenfolge ist. Wie aus den Abbildungen ersichtlich, ist die
Konstruktion bei der Bestimmung der hichsten Eigenfrequenz die anschau-
lichste.

Wegen der geometrischen mittleren Proportionalitit der Hohe des in

=a, "a, =m; -m, - cp; c, und daraus my ‘¢, = afmc,, und die

€21

Eigenkreisfrequenz « des Systems mit einem Freiheitsgrad betrigt somit :

1 Vm,-c.

/m, - a
Vmy ey B
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In Kenntnis der reellen und imagindiren Knotenpunkte, und bei beliebiger
Annahme der Elongation der einen Masse, kénnen auch die Schwingungsformen
konstruiert werden. In den Bildern 3e, f, g und h wurden auch die Schwingungs-
formen konstruiert ; die Elongation von m; wurde in allen vier Fillen als gleich
grofl angenommen.

Die Kohnsche Konstruktion ist somit auch an und fiir sich geeignet
sdmtliche Eigenfrequenzen (Eigenwerte) und Schwingungsformen (Eigenvekto-
ren) zu bestimmen. Die Vorteile der Konstruktion sind jedoch bei der Bestim-
mung der hochsten Eigenfrequenz am meisten ausgeprigt. Bei der Bestim-
mung niedrigerer Eigenfrequenzen ist die Konstruktion einer sich mehrmals
kreuzenden gebrochenen Linie etwas schwerfillig, und somit die Aufnahme
des zum Beginn mit dem Probieren erforderlichen ersten a,-Wertes ebenfalls ;
all dies erschwert die Konstruktion. Erst durch die Kombination der Kohnschen
Konstruktion mit dem im nachstehenden zu erdrternden Baranowschen
Prinzip wird es ermdglicht, dal bei der Bestimmung simtlicher Eigenfre-
qguenzen die gebrochene Linie der Konstruktion sich so iibersichtlich wie bei
der Konstruktion der héchsten Eigenfrequenz gestalte.

Mit Hilfe des Baranowschen Prinzips [10] wird, in Kenntnis der zu
irgendeiner Eigenfrequenz gehérenden Schwingungsform, vom System nach
Bild 1, das m Freiheitsgrade besitzt, oder aber sich nur in den Randbedingun-
gen von ihm unterscheidet, ein Freiheitsgrad und die als Ausgangsbasis
gewilhlte Eigenfrequenz in der Weise gleichsam »abgespalten«, daf} die Eigen-
frequenzen des verbliebenen Systems mit den Eigenfrequenzen des urspriing-
lichen Systems (mit Ausnahme der als Ausgangsbasis gewihlten Eigenfre-
quenz) der Reihe nach iibereinstimmen sollen. Diese Abspaltung gestaltet sich
auch dann am anschaulichsten, wenn die hochste Eigenfrequenz »abgespal-
tet« wird.

Das mit seinem Namen verbundene Prinzip wurde von Baranow im Jahre 1931 publi-
ziert [9]. Diese Arbeit ist jedoch nach den Autoren, die sich mit dieser Frage befafiten [3],
{11}, nicht zugiinglich. Im Jahre 1932 publizierte Baranow sein Verfahren, das in der Kombina-
tion der Kutzbachschen Konstruktion mit seinem Abspaltungsprinzip besteht, auch in der
Zeitschrift V. D. 1. [10], doch brachte er hier keinen Beweis; in dieser Hinsicht verwies er
auf[9]. So wurde von Klotter [ 3], in Unkenntnis des Beweises, die Methode als ein Ndherungs-
verfahren mit iiberraschend hoher Genauigkeit bezeichnet. Erst Haug [11] wies darauf hin,
daf} es sich hier um ein genaues Verfahren handelt, wobei er auch den Beweis des diesbeziigli-
chen Verfahrens mitteilte. Den vollen Beweis erbrachte erst H. Schaefer [12], und spiiter gab
er noch einen Beweis, der in Anschaulichkeit dem fritheren iiberlegen war [13]. Auch Pestel
teilte einen ebenfalls anschaulichen Beweis mit [14].

Aufler dem Baranowschen Abspaltungsprinzip sind noch zahlreiche andere Verfahren
mit der gleichen Zielsetzung bekannt geworden, die als Deflation oder Verminderung der
Ordnungszahl bezeichnet wurden [15]. Keines von diesen Verfahren konnte jedoch bisher in
eine Form gebracht werden, die in Anschaulichkeit dem Baranowschen ebenbiirtig wiire.

In Bild 4 wird das Baranowsche Abspaltungsprinzip an dem in Bild 3
bereits untersuchten Schwingungssystem veranschaulicht. In der Abbildung
wurde die héchste Eigenfrequenz mit Hilfe der Kohnschen Konstruktion

abermals bestimmt, und das aus dem urspriinglichen Schwingungssystem nach
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der Baranowschen Vorschrift abgeleitete System, das um einen Freiheitsgrad
weniger als das urspriingliche besitzt, wurde in die Figur eingezeichnet. Die
Art der Ableitung wurde durch Beschriftung angezeigt.

In Bild 5 wird eine bisher nicht angewandte Veranschaulichung vorge-
fithrt, die zum einfachen Einprigen der Art der Abspaltung dient. Nach Bild 12
kann das Geriist des abgespalteten Modells auch durch Zeichnung von Paralle-
logrammen dargestellt werden.

[ My Moy, { f"zz! May Mgz | My Mg ’77;!
Cray Cri 2 Czsg! Cosz Coug | C32 Cosr 1Cis2

Gerustgerade des urspranglichen Systems

Mpa+M3y M3+ My My2 +Ms

L My + Moy I

Cr22#Ca31 { Co32+Coy Cag2 +Cysy

Gerdstgerade des abgespalteten Systems

Bild 4. Die Baranowsche Abspaltung

Gerustgerade\des ursprunghichen| Systems

’ /
R {]

4

\

N

[m—

Gerustgerade des abgespalteten Systems

Bild 5. Die Veranschaulichung der Baranowschen Abspaltung durch Drehungen wm 180"
Ed E ES g

Nach der obigen Vorbereitung kann Bild 6, die die Kombination der
Kohnschen Konstruktion mit dem Baranowschen Prinzip an dem bereits
untersuchten Schwingungssystem vorfithrt, ohne weitere Exrkldrung verstanden
werden. Bei diesem Verfahren werden die Schwingungsformen dadurch erhalten,
daB die gebrochene Linie der Kohnschen Konstruktion mit den bereits bekann-
ten Hohen, die den einzelnen Eigenkreisfrequenzen entsprechen, gezeichnet
wird. Da die Hohen bekannt sind, eriibrigt sich das Probieren, und es wird
gleichzeitig auch eine Kontrolle erhalten. Diese einfache Kontrolle empfiehlt sich
auch dann, wenn es der Schwingungsformen nicht beda:f.

Unser Verfahren kann ohne Schwierigkeit auch in die Form eines Rechen-
verfahrens gebracht werden. In dieser Form empfichlt es sich, die Berech-
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Bild 6. Graphische Form der durch Verbindung der Kohnschen Konstruktion mit dem Baranowschen Prinzip erhaltenen Methode zur Bestimmung der Eigenfrequenzen und der Schwingungsformen




o

EINE METHODE ZUR ZAHLENMASSIGEN BESTIMMUNG DER EIGENWERTE

e I8e

i
M:,.,_Ms_.o__ 16000

crgrLy

i
]
)
|
Cz'18¢ (S RANI] GLgILl
g \\ |7 5
LEIZ00 9o 0] ¢To0s! CTIl ) Lol n:.c“ 661007 01¢E000]
t
. “ “
I ! i
' ] i
! ] .
cLe 680000 ergle 9062070 LE009]
L
: * A 4/
~ — _ >
CE18E ::h._c.:_.cm._r.:,.: [ARH ) “ CTIEL | G001 Lgloto] <Lyl ” cere :n_::.:“im::.: 0¢el
1 { “ 5 ]
T 1 T T H
| ! I | |
I i [
1 1 ! ! W
-7 3188 o0LI00 ] Sy 00¢H0™y cLreke > CLEOO O (¢S]
7 X, ~ 7 |~ ® ® \\
T T T I I
00¢ $T n CLEOO) <Tis __ clgit josoton “ FOTO0] €590 .~ ¢Lto :Emc.:__ Tretoo)l ot “ 0¢ ._v*.,.x_:,:“.::z:.c 0041
: 1 [ J : i I
1 T 1 T 1 1 1
1 i ! ' ! | i
i i { § [ '
l [ { ! l !
00¢ 10%0 00% F0°0 004G 10°0 003G $0°0 00¢t

.—:::3.: RERELIK0E m:z.w::w“:mw: :T::.::@:v :c._CT,_CLA— wnz a1p :9,7,:.12.:1:%I UNJRYY :u:n«mm-«—v‘w A I SIIPS Aop o1p waropue 9ip fuas 5—4
A3p usquzgep 9ip ﬂv:wt d_;:wﬁu :Ua::~=‘::: .~.—c.— GmA,— .—QT—.LT‘M—. :c..u.:_:*vﬂzﬁ tu_:=.:—v:- .uur.cr._.h wt wop :Qum..av._ﬁmra__s uaju(y ugasiommu DT

.z:uv.:__“._._z.} :0:..vi:m——..v,‘bu.—:.a sap ::2:_Gr:‘.:—:vv;_‘

1 SH2qu],




214 A. BOSZNAY

nung, z.B. in der im vorstehenden dargestellten Weise (sieche Tab. I),
tabellarisch anzuordnen.

Bei vielen praktischen Eigenwertaufgaben (in erster Linie bei denen,
die mit den Eigenfrequenzen der mechanischen Schwingungssysteme verkniipft
sind) sind lediglich die ersten drei-vier kleinsten Eigenwerte interessant. In
diesem Falle, wenn die Ireibeitsgrade des in der Aufgabe vorkommenden
Schwingungssystems (oder die des zur Aufgabe nach 1. zugeordneten Systems)
mehr als sieben——acht betragen, erscheint die Anwendung unseres Verfahrens
als unbequem, da vor der Bestimmung der gesuchten Eigenfrequenzen erst
die hoheren nicht gesuchten Eigenfrequenzen bestimmt werden miissen. Die
Anwendung des vorgeschlagenen Verfahrens ist jedoch duflerst einfach wund
-schnell, und dank der beschriehenen Kontrollméglichkeit ist auch eine Uber-
handnahme der Fehler nicht zu befiirchten, so daBl diese Unbequemlichkeit
ohne Belang bleibt.

In dem Falle jedoch (wie z. B. bei der Untersuchung der Biegeschwin-
gungs — Eigenfrequenzen bzw. der kritischen Umdrehungszahlen des Rotors
eines Turbogenerators), wenn die in der urspriinglichen Aufgabe vorkommen-
den Matrizen B und A nicht von der Art der in (2) angeschriebenen E, und U,
sind, wenn also zum Zwecke der Anwendbarkeit des vorgeschlagenen Ver-
fahrens vorher die Falksche Abbildung ohnehin angewendet werden muf,
kann fiir eine nicht singuléire Matrix 4 auch diese etwaige Unbequemlichkeit
eliminiert werden. An Stelle der urspriinglichen Eigenwertaufgabe

JBx=-—4d.% (3)

wollen wir in diesem Fall zur Eigenwertaufgabe

J* B*x= — A*% (4)

iibergehen. Hier ist B*= 4 und 4*= B, und nun wollen wir die Falksche
Abbildung anwenden. 4 kann aus dem Grunde nicht singulir sein, weil bei
der Abbildung auch B*~1 = 4~ benétigt wird. In der Regel besitzt aber A
mehr von Null unterschiedliche Elemente als B, und so hat der ﬁbergang
zu (4) nicht nur Vorteile, sondern auch den Nachteil zur Folge, dafl an Stelle
von B die Reziproke von A4 bestimmt werden mufl, Die Ejgenwerte i* dieser
Aufgabe stellen die reziproken Werte der urspriinglichen Eigenwerte dar.
Auf diese Weise werden die Eigenfrequenzen bereits in der gewiinschten
Reihenfolge erhalten. Wegen des erwihnten Nachteils kann erst in einem kon-
kreten Fall entschieden werden, ob es dafiir steht, das hier geschilderte
Verfahren mit den A* anzuwenden.

Die am Anfang des Abschnittes unter den Punkten a), b), c) und d)
angefiihrten Vorteile werden durch die vorangehenden Erorterungen bestitigt.
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In den nun folgenden zwei Abschnitten wollen wir das unter den Punkten e)
und f) Gesagte ausfithrlicher behandeln.

3. Die Eigenfrequenzen (Eigenwerte) und Schwingungsformen (Eigenvektoren)
bestimmende elektrische Schaltung

Die von mir vorgeschlagene elektrische Schaltung [7] ahmt der die
héchste Eigenfrequenz liefernden Kohnschen Konstruktion dadurch nach,
daB die Einzeichnung der gebrochenen Linie durch die Bildung entsprechender
Wheatstone-Briicken und die nacheinander erfolgende Ausgleichung derselben
ersetzt wird. Die Schaltung enthilt in ihrer einfachsten Form lediglich ohmische
Widersténde, und kann mit einer Gleichstromquelle betétigt werden. An Stelle
der ohmischen Widerstinde konnen auch sonstige Elemente mit verdnderlicher

Impedanz und an Stelle des Gleichstromes auch Wechselstrom verwendet
werden.

Bild 7. Die den Elementen des Schwingungssystems entsprechenden ohmischen Widerstiinde

Fiir die Massen und Federkonstanten nehmen wir die WiderstandsmaB3-
stibe m, (Obhm/kg sec® cm™1) baw. ¢, (Ohm/cm kg™!) an, und auf Grund dieser
Maflstidbe lassen wir jeder Masse und Federkonstante je einen ohmischen
Widerstand entsprechen. Die Buchstaben, die die ohmischen Widerstinde
bezeichnen, und den einzelnen Elementen des zur Erklirung aufgenommenen
Schwingungssystems entsprechen, wurden in Bild 7 angefiihrt. Aus den Wider-
stinden werden nun der Reihe nach verschiedene Wheatstone-Briicken gebil-
det. Die erste Briicke wird gebildet, indem R, versuchsweise in R;; und Ry,
geteilt wird, und nun suchen wir, welcher mit r;; zu bezeichnender Anteil von
r, zum Ausgleich der Briicke a) des Bildes 8 erfordert wird.Im Falle der Aus-
geglichenheit gilt ry + R;; = Ry, < ry;. In der nun folgenden Stufe wird vom
restlichen Anteil von r; (der rj, = r;—r;; betrigt) ausgegangen und die Briicke
b) gebildet, wobei durch Ausgleich R,, bestimmt werden mufl. AnschlieBend
werden der Reihe nach die Briicken ¢), d), ) und f) verbunden und ausgegli-
chen. Hierdurch werden die der Kohnschen Konstruktion entsprechenden
Operationen durchgefiithrt. Wenn im Laufe des Probierens R,; = R, erhalten
wird, so kann a, aus den in der letzten Stufe des Probierens erhaltenen Wider-
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standswerten folgendermaBlen berechnet werden :

r
Mg Co
u4 = |/ ————

| 1o Ry

An Stelle von ry + R;; kann das Produkt aus den »gegeniiberstehenden«
Widerstinden einer beliebigen (in der letzten erfolgreichen Stufe des Pro-

bierens erhaltenen) Briicke genommen werden.

6ﬁ

Bild 8. Die durch die halbautomatische Schaltung des Bildes 9 gebildeten Wheatstone-
Briicken. Briicke a) wird in Stellung A des am Fufle des Bildes 9 gezeichneten Schleifkontaktes
gebildet, usw,
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Bild 9. Halbautomatische elektrische Schaltung zur Bestimmung der Eigenfrequenz und der
Schwingungsform. Die mit gleichen Zahlen bezeichneten Punkte miissen als mit Leitern ver-
bunden gedacht werden

Mit Hilfe der in Bild 9 dargestellten Schaltung kann das obige Probieren
halbautomatisch vorgenommen werden. R;; wird mit Hilfe des Schleifkontaktes
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1 eingestellt, die Kontakte des Galvanometers werden in Stellung 4 geschoben,
und der Zeiger des Galvanometers mit Schleifer 2 auf Null eingestellt. Nun
werden die Kontakte des Galvanometers in die Stellung B geschoben, und der
Zeiger des Galvanometers wird mit Hilfe des Schleifers 3 wieder auf Null
eingestellt, usw. Die letzte Stufe des ersten Probierens besteht darin, dafl die
Kontakte des Galvanometers in Stellung F gestellt werden ; zeigt hierbei das
Galvanometer Null an, so gelang es, den Schleifer 1 richtig einzustellen. Zeigt
jedoch das Galvanometer nicht Null an, so wird Schleifer 1 in einem neuen
Versuch in dem entsprechenden Sinne verschoben, und das ganze Verfahren
wird so lange wiederholt, bis das Galvanometer in Stellung F Null anzeigt.

In Kenntnis der zur hochsten Eigenfrequenz gehorenden Widerstandstei-
lungspunkte werden nan durch Anwendung des Baranowschen Prinzips die
den Elementen des abgespaltenen Schwingungssystems entsprechenden Wider-
standswerte bestimmt und eingestellt, und durch Bildung von sukzessiven
Briickenschaltungen und durch ihren Ausgleich wird nun die hichste Fre-
quenz auch dieses neuen Systems bestimmt, usw.

Auch bei Verwendung der im vorangehenden beschriebenen Schaltung
empfiehlt es sich, eine der Tabelle I dhnliche Tabelle anzuwenden.

Auf Grund der beschriebenen Prinzipien hat Herr Gy6z8 Ludvig,
Adjunkt an der Technischen Hochschule in Budapest. freundlicherweise die
Pline einer solchen Einrichtung entworfen (nach seinen Plénen wird die Ein-
stellung und auch die Ablesung der Widerstinde in Briickenschaltung, durch
Ausgleich vorgenommen), und die Einrichtung wurde durch die Gefilligkeit
der Herren Professoren Muttnvanszky und Reuss in der Werkstitte des
Lebrstuhls I. fiir Technische Mechanik von Herrn Werkstattaufseher Imre
Galaczi auch fertiggestellt. Auch an dieser Stelle will ich ihnen allen meinen
herzlichsten Dank aussprechen. Herr Gy8z8 Ludvig sammelte iiber die Ge-
nauigkeit der Vorrichtung recht gute Erfahrungen. Das Grundprinzip und den
Aufbau des Apparates und iiber die an demselben gesammelten Erfahrungen
hat er im Herbst des Jahres 1958 in Budapest abgehaltenen Internationalen
KongreB fiir Mefltechnik berichtet.

Die oben beschriebene elektrische Schaltung kann mit Hilfe entsprechen-
der Hilfseinrichtungen auch automatisch betidtigt werden.

4. Mechanismus zur Bestimmung der Eigenfrequenz (Eigenwert)
und der Schwingungsform (Eigenvektor)

Der Umstand, daf die gebrochene Linie der auf das gegebene Schwin-
gungssystem gezeichneten Kohnschen Konstruktion durch eine einzige Angabe
bestimmt wird, erméglicht, das Probieren mit Hilfe eines Mechanismus mit
nur einem Freiheitsgrad durchfithren zu kénnen. Der entworfene Mechanismus
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eignet sich unmittelbar nur zur Bestimmung der héchsten Eigenfrequenz,.
doch konnen durch Anwendung des Baranowschen Prinzips mit seiner Hilfe
alle Eigenfrequenzen bestimmt werden.

Ein auf an seinen beiden Enden freies Modell konstruierter Mechanismus.
mit drei Freiheitsgraden wird in Bild 10 dargestellt. Die mit Deppelkreisen.
bezeichneten Zapfen kénnen entsprechend den Daten des Modells eingestellt
und nach erfolgter Einstellung fixiert werden. Die iibrigen Zapfen konnen
sich in der fixierten, starren Fiithrung »a« bewegen. Die Geradfiihrung des.
Wagens »b« wird durch die Schienen »c« gesichert. Um die Zapfen am Wagen
»b« konnen sich starre, rechtwinklige Kniehebel drehen.

Die Schenkel der Kniehebel sitzen in der gezeichneten Weise auf den
geradegefiihrten Zapfen des Wagens »a« auf: der #uBerste linke Schenkel

Bild 10. Mechanismus zur Bestimmung der héchsten Eigenfrequenz und der ihr angehsrenden

Schwingungsform. Als Geradefithrung wurde der Einfachheit halber eine Gleitbahn gezeichnet.

In Wirklichkeit muB diese zur Verringerung der Reibung durch einen geradefiihrenden Gelenk-
mechanismus (z. B. mit Lipkin—Paucellierschen Inversoren) verwirklicht werden

sitzt auf dem (mit einem Doppelkreis bezeichneten) festgehaltenen Zapfen auf.
Der duflerste rechte Hebelarm wird freigelassen ; dieser ist nicht gezwungen
auf dem Zapfen B aufzusitzen. Wird der Wagen »b« auf der Schiene »c« auf-
und abwiirts bewegt, so bewegt sich der duBlerste rechte Hebelarm ficherartig
hin und her. Der Wagen »b« mu8} in die Lage eingestellt werden, in welcher
dieser Hebelarm durch den Punkt B hindurchgeht. Auf Grund des Voran-
stehenden wird es klar, da$ in dieser Lage aus dem auf einer entsprechenden
Skala (z. B. mit Hilfe eines Nonius) abgelesenen Abstand a, die hichste Eigen-
kreisfrequenz mit Hilfe der Gleichung

‘m.-cl
1" m, - ¢
a,

a =

berechnet werden kann. In dieser Stellung konnen auch die zur Anwendung der
Baranowschen Abspaltung notwendigen Daten abgelesen werden.

Durch Verbindung mehrerer solcher Mechanismen wird die Ablesung
der Daten des abgespaltenen Systems und die Neueinstellung des Mechanis-
mus auf Grund dieser Daten iiberfliissig werden. In Bild 12 wird ein Gelenk-
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Bild 11. Zwei Ausbildungsméglichkeiten der Kniehebel des die Eigenfrequenz bestimmenden
Mechanismus
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Bild 12, Gelenkketten-Netz zur Bestimmung simtlicher Eigenfrequenzen und Schwingungs-
formen

ketten-Netz dargestellt, das zur Bestimmung sidmtlicher Eigenkreisfrequenzen
eines an einem Ende gebundenen Systems mit drei Freiheitsgraden dient.
Nach Einstellung und Fixierung der mit Doppelkreisen bezeichneten Zapfen
an den Wagen »a« und »b« und nach Verschieben des Wagens »b« in die
entsprechende Lage wird a, aus dem Abstand a; in bekannter Weise erhalten.
Der Wagen »c« wird nun in einem Abstand a; vom Wagen »a« eingestellt.
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Diese Einstellung ertibrigt sich, wenn es durch einen hier nicht eingezeichneten
Mechanismus gesichert wird, daBl der Abstand der Wagen »c« und »a« mit
dem der Wagen »a« und »b« in jeder Lage des gezeichneten Mechanismus
iibereinstimmt. Hierdurch wird es erreicht, dal} die zwischen die Wagen »a«
und »e« eingefiigten Kniehebel die entlang dem Wagen »c« beweglichen Zapfen
entsprechend dem abgespaltenen Modell einstellen. Diese Kniehebel bilden
nidmlich mit den auf Wagen »b« aufsitzenden Parallelogramme, und diese
fithren die Umdrehungen nach Bild 5 um 180° automatisch aus. In der nich-
sten Stufe mufl der Wagen »d« durch Verschieben auf seinen Schienen in die
entsprechende Lage gebracht werden, wodurch der die Kreisfrequenz «,
liefernde Abstand «, erhalten wird, usw.

Der iiber die beschriebenen Eigenschaften verfiigende Mechanismus kann
auf verschiedene Arten ausgefithrt werden. Die Kniehebelarme kénnen z. B.
in der teleskopartigen Ausfithrung nach Bild 1la oder in einer Ausfiihrung
nach Bild 11b verfertigt werden. Die Fithrungen miissen tiberall mit Laufrollen
ausgefithrt werden, um die Mgglichkeit einer Selbstsperrung zu vermeiden ;
eventuell mufl das den Mechanismus tragende Tischehen in steter Vibration
gehalten werden. Aus dem gleichen Grunde miissen die Geradfithrungen als
geradefithrende Gelenkmechanismen (z. B. mit Lipkin—Paucellierschen Inver-
soren) ausgebildet werden.

5. Zeitbedarf und Genauigkeit des beschriebenen Verfahrens

Bei der graphischen Form des Verfahrens erfordert die Bestimmung einer
Eigenfrequenz etwa 10— 60 Minuten, wobei sich der hohere Wert auf die
Bestimmung der hoheren Eigenfrequenzen eines Systems mit mehr Freiheits-
graden, der geringere Wert auf die Bestimmung von niedrigeren Eigenfre-
quenzen bezieht., Der Fehler in der graphischen Bestimmung der einzelnen
Eigenfrequenzen ist nicht gréfler als bei den iiblichen graphischen Konstruk-
tionen.

Natiirlich kann die Genauigkeit der rechnerischen Form des Verfahrens
beliebig gesteigert werden.

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein genaues und schnell ausfiihrbares, in erster Linie
eraphisches Verfahren beschrieben, das zur zahlenmiifligen Lésung von technischen und theore-
tischen Eigenwertaufgaben dient. Es wird auch eine zu dem nimlichen Zwecke dienende
elektrische Schaltung und ein Mechanismus beschrieben. Die beschriebenen Methoden kénnen
unmittelbar nur auf ein Schwingungssystem nach Bild 1, oder auf Schwingungssysteme, die
sich von diesem nur in den Randbedingungen unterscheiden, angewendet werden; durch
die vorherige Anwendung der Falkschen Abbildung [2] kénnen jedoch auBler den Eigenwertauf-
gaben der Schwingungslehre auch die ganz allgemeinen Eigenwertaufgaben nach (1) mit
Hilfe des Verfahrens gelsst werden.
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