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Zur Berechnung von radialen Laufridern mit riickwirtsgekriimmter
Beschaufelung wurde ein Rechenverfahren von J. Gruber [1] ausgearbeitet,
das — mit einer der Praxis entsprechenden Genauigkeit — einfach durch-
zufithren ist. Mit dieser Methode kann zu gegebenen Leistungskennziffern die
Schaufelform bestimmt werden, eine belicbige Zirkulationsverteilung an den
Schaufeln vorausgesetzt.

Das Wesentliche des Verfahrens besteht darin, daB8 die Beschaufelung
des Laufrades mit Hilfe einer komplexen Transformation in ein gerades
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Schaufelgitter abgebildet wird. Zur Vereinfachung der Berechnung wird die
Verteilung der Schaufelzirkulation auf dem geraden Schaufelgitter aufgenom-
men und in ihrer Kenntnis kann die Schaufelform mit dem Singularititenver-
fahren festgestellt werden. Die auf dem geraden Gitter erhaltene Schaufelform
wird mit Hilfe der Abbildungsfunktion auf das Kreisgitter transformiert
(Bild 1).

Als Bezugslinie dient in dem Verfahren eine logarithmische Spirale, die
iiber den Anfangs- und Endpunkt der Schaufellinie (iiber der Eintritts- und
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Austrittskante der Schaufel) liuft. Diese Linie verwandelt sich durch die
Abbildung in gerade Linien des geraden Gitters. Der Steigungswinkel 5, der
logarithmischen Grundspirale wird am Anfang der Berechnung aufgenommen.
Der Winkel — dessen GroBe von den Ausgangswerten : den geometrischen
Angaben und den Leistungsbedingungen abhingt — soll als Ergebnis der
Berechnung denselben Wert erhalten, welcher anfangs aufgenommen wurde.

Sollte der Wert von 8, nicht entsprechend gew#hlt werden, lduft die
Schaufelkurve nicht iiber den Schnittpunkt des Radumfanges mit der logarith-
mischen Spirale, In diesem Falle muf} die Berechnung mit einem entsprechend
berichtigten 5, Wert wiederholt werden.

Die den Steigungswinkel der logarithmischen Spirale beeinflussenden
Faktoren wurden in einer vorangehenden Arbeit [2] iiber die Geschwindig-
keitsverteilung an der Beschaufelung des Laufrades eingehend behandelt.
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Bild 2

Die Leistungsbedingungen werden mit dimensionslosen Kennziffern
angegeben. Die theoretische Forderhohe (H) bzw. Gesamtdruckerhéhung
(dp;.a) bestimmt die Druckzahl v, :
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angegeben, diese ist — von jener in der Literatur gebrduchlichen abwei-
chend — fiir das im Laufrad entstehende Strémungshild kennzeichnend,

unabhingig von der Laufradbreite. In beiden Beziehungen bedeutet o die
Dichte des Mittels, u, die Umfangsgeschwindigkeit des Laufrades. Die Ab-
messungen D, und b sind im Bild 2 erkennbar.
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Die erwihnte frithere Arbeit [2] beschridnkt sich auf den Fall eines einzi-

D . . . .
gen Durchmesserverhiltnisses, 2 _ 1,8. Dieses Verhiltnis wurde beibehalten
1
und die Schaufelzahl bzw. die Leistungskennziffern y, und ¢* systematisch

abgeindert.

Als Ergebnis der Untersuchungen wurde festgestellt, da der g, Stei-
gungswinkel von der Schaufelzahl praktisch unabhingig ist. Gleichfalls ist er
unabhiingig von der Gestalt der Zirkulationsverteilung lings der Schaufel,
welche im geraden Gitter aufgenommen wurde. Diese wurde dort fiir elliptische
und fiir konstante Zirkulationsverteilung festgestellt.

Im Laufe der Untersuchungen wurde ferner festgestellt, daB tg §, — im
Falle eines konstanten ;; — mit der Durchflufizahl ¢* proportional ist, wih-
rend bei konstanter ¢* die Beziehung zwischen ctg f§, und y;, annihernd linear
verlduft.

Bild 3

Die erwihnten Ergebnisse erleichtern sehr bedeutend die Berechnung
in solchen Fillen, in welchen gewisse Resultate schon zur Verfiigung stehen,
und so zur Extrapolation als Ausgang dienen kdénnen. Will man zum Bei-

D,

spiel den Wert von ¢* bei konstanten —= und 3, abéndern, kann der 5, Wert
1

in diesem Falle im Voraus so angegeben werden, daBl die friithererwihnte

Wiederholung der Berechnung unnétig wird.

Bei gleichzeitiger Abinderung des Durchmesserverhiltnisses und der
Kennzahlen ¢* und w;,, muB die Berechnung fiir die Feststellung von g,
eventuell wiederholt werden.

Das Ziel der vorliegenden Untersuchung ist, den Steigungswinkel der
logarithmischen Spirale im vorhinein so genau zu bestimmen, dafl die Wieder-
holung der Berechnung zu vermeiden sei.

In der vorliegenden Arbeit wird eine annihernde Schaufellinie auf Grund
der Geschwindigkeitsdreiecke bestimmt. Der gesuchte Winkel §, wird der
Steigungswinkel jener logarithmischen Spirale sein, die iiber dem Anfangs-
und Endpunkt der annihernden Schaufelkurve lauft.

Es wird also der Umstand aufler acht gelassen, daff die Gesamtzirkula-
tion von den an den Schaufellinien — der gewihlten Zirkulationsverteilung
entsprechend — verteilten Wirbeln verursacht wird.
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Aus dem — fiir einen beliebigen Radius r aufgezeichneten — Geschwin-
digkeitsdreieck (Bild 3) kann der Wert von etg § mit den Geschwindigkeiten
bestimmt werden :

v ¢
ctg fi= e — -2,
& ¢
Der zwischen der Umfangsgeschwindigkeit und der Relativgeschwindigkeit
liegende Winkel 8 ist zugleich jener, den die Schaufellinie und die Tangente
des — vom Radius r bestimmten — Kreises einschlieflen.

Da der Wert von ctg f mit den Entwurfskennzahlen des Laufrades

(52— Yia s ‘P*] ausgedriickt werden soll, kann diese Beziehung folgenderweise
1

umgeéndert werden :
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Es wurde hier vorausgesetzt, dafl zwischen der tangentialen Komponente der
absoluten Geschwindigkeit ¢, und dem auf dem AuBendurchmesser giiltigen
Wert derselben Geschwindigkeitskomponente eine Beziehung in der Form

¢, = F(r)-cq (4)
anzugeben ist. Es wird auch die Proportionalitit zwischen Umfangsgeschwin-
digkeit und Radius, ferner — zur Feststellung der radialen Geschwindig-
keit — auch der Kontinuitiits-Satz in Betracht gezogen :

U U
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Im Falle des Laufrades mit konstanter Breite ist
€, T = €5, Ts.

Aus Gleichung (2) kann auch

Cy, X
p* == (5)

Us

ausgedriickt werden,
Die theoretische, vom Laufrad erzeugte Forderhthe — im Falle drall-
freien Eintritts — ist
Cou U
2u Ug
Hy= "

o
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EINE NAHERUNGSMETHODE
Damit ergibt sich aus der Gleichung (1)

C:
Pia = 22,

. ©)
Setzt man die Bezichungen (5) und (6) in die Gleichung (3) ein, so ergibt sich
die nachstehende Gleichung :

ctgf= 1 Vi _prl, (7)

Im Folgenden wird die Funktion F (r) bei den verschiedenen, im geraden
Schaufelgitter aufgenommenen, Zirkulationsverteilungen bestimmt.

Diese Funktion ergibt den Zusammenhang zwischen den Geschwindig-
keitskomponenten ¢, und ¢,,. In unseren vorangehenden Untersuchungen[2]
wurde die Zirkulation im geraden Gitter lings der Schaufel — das heifit auf
der reellen (§)Achse — teilweise in einer elliptischen Form, teilweise aber mit

einen konstanten Wert :1;-3 Konst.] verteilt aufgenommen. Den gegen-

&1

wiirtigen Unte.rsuchungeﬁ wird wegen der einfachen mathematischen Behand-
lung die letztere Verteilung zu Grunde liegen, d. h. die Zirkulation hat im
Folgenden einen konstanten Wert entlang der Schaufellinge. In diesem Falle
wird die Geschwindigkeit an der Saug- bzw. Druckseite der Schaufel so erhal-
ten, daB der — lidngs der Schaufel konstante — Geschwindigkeitsunterschied
dv, zu dem, im geraden Gitter giiltigen Wert der Relativgeschwindigkeit w,
addiert, bzw. daven abgezogen wird.

Um die Anderung der Zirkulation entlang dem Radius zu bestimmen,
betrachtet man Bild 4. Die Geschwindigkeiten der Saug- bzw. Druckseite
konnen aus w0 - v, festgestellt werden. Vorausgesetzt, dafl die Schaufel-
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form von der logarithmischen Grundspirale nicht iibermiBlig abweicht, ist
die einer elementaren Anderung dr des Radius zufallende Anderung der
Zirkulation :

24 v, N dr

sin f3,

dl’' = (8)
Hier bedeutet N die Schaufelzahl.

Die bekannte Beziehung zwischen den im Kreisgitter und jenen im gera-
den Gitter giiltigen Geschwindigkeiten bestimmt die Eigenart der konformen
Abbildung folgenderweise, in beiden Fillen den gleichen Wert der Zirkulation
vorausgesetzi :

St

vy, = @ dv,. (%)

>
>4

Die Abbildungsfunktion ist

Nt
9

0T

(sin p, -Ficosp,)Inz,

Hierin ist ¢ die Teilung des geraden Schaufelgitters (Bild 1). Der Absolutwert
der Differentialquotienten ist

ﬂ;:i\_{_l (10)
dz 27 1

Aus den Gleichungen {9) und (10) kann der Wert von . v, berechnet und in
die Gleichung (8) eingesetzt werden :

2N | Ntdr

Av, — —

dl'=

sinfi, 2w r

Beriicksichtigt man, dall 4 v, bei der gewdhlten Zirkulationsverteilung kon-
stant ist, so ergibt sich folgende Beziehung :
dr 2N Nt 1 Konst. ’
e A e e e LT (11)

dr sinp, 27 r r

Das bedeutet, dafi die Zirkulation sich dem Radius entlang — in verkehrtem
Verhéltnis mit demselben Radius — hyperbolisch vermindert.

. ar .
Nachstfolgend ist die Beziehung zwischen . und ¢, — der tangentialen
r

Komponente der Absolutgeschwindigkeit — zu bestimmen. Die zu einer
Radiuséinderung von dr gehérende Zirkulationsédnderung ist (Bild 5) :

dI' = 2z [(¢c, + de,) (r + dr) —c, r] = 2= (de,r + ¢, dr).
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Hieraus :

ar _
dr

no

(de,
T r--el.
oo

Aus dieser und aus der Gleichung (11), welche die Unverdnderlichkeit der
Zirkulation entlang der Schaufel im geraden Gitter ausdriickt, ergibt sich
folgende inhomogene, lineare Differenzialgleichung :

Die allgemeine Lisung derselben ist

¢, = 4, (Inr + A,). (13)
r

Die A4, und A; Konstanten koénnen aus den Randbedingungen bestimmt
werden : im Falle drallfreien Eintritts ist :

c,=0; beir=m

I

a3 bei r=r,.

Mit Riicksicht auf diese ist :

und
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Setzt man diese Werte in Gleichung (13), so wird

ry T

= In|—

Ts Cs, T r

¢, = <2 —2 _(Inr—Inr) = LI L 14
1 2

r Ty ry r

In |-= In [ -2 -
T REW Ty

Beriicksichtigt man noch Gleichung (4), kommt man auf folgende Bezichung :

T r
-2 In —}
T T
1 e
F(r)=-—-= -
o
Inj—= —
Ty 51

Bild 6

Mit dieser Gleichung kann der Wert von ctg 7 aus Gleichung (7) als Funktion
des Radius r bestimmt werden :

(r2 ;
—- In |—
; r Vs r -
ctgf =11l W Nl (13)
Ty ™ 2(/;* Ts
QC’* — ln —
Ty Ty

Zur Bestimmung des Zentriwinkels ¢, welchen die iiber der Eintritts-
und Austrittskante laufenden Strahlen einschlieBen (Bild 6), kann der Wert
von de :

de:cto‘ﬁ—d—r

O
r

aufgeschrieben werden ; durch Integration ergibt sich folgende Gleichung :

e ’ ctgh g 'L]. (16)
I T
{1
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Unsere erwihnte Zielsetzung ist die Bestimmung des Steigungswinkels B
der iiber den Anfangs- und Endpunkt der Schaufelkurve laufenden logarithmi-
schen Grundspirale. Der von dem iiber den Anfangs- und Endpunkt laufenden
Strahlen eingeschlossene Zentriwinkel soll — laut unserer Voraussetzung —
auch ¢ sein. Die Bestimmung von ¢ kann aus einer der Gleichung (16) dhnlichen
Gleichung erfolgen. Da der Winkel §, sich entlang dem Radius nicht #ndert,
kann die Integration durchgefiihrt werden. Nach dem Ordnen ergibt sich die
folgende Formel fiir j, :

£ 1 ctg (T -
ctgf, = ——v = '—~-f-é d -—] . (17
In "g] (ln —12} r LW
T i on
12 /
g R,
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/// N 12
f Z;’;“:g}[%’;‘iﬁons/anl Elliptisch
0 o1 a2 03 o O4
Bitd 7

Setzt man in diese den Wert von ctg g aus Gleichung (15) ein und integriert,
so ergibt sich der nachstehende Ausdruck:

; 5

T 1 in {12—

1 1
ctgfo=— S LA L 1) (18)
(p.‘ 2

e | [
51 81

Derselbe beweist die Ergebnisse der fritheren Untersuchungen [2] die
am Anfang dieser Arbeit bereits erwihnt wurden: der Zusammenhang
zwischen ctg 3, und v, ist linear und tg j, ist proportional mit ¢*.
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Unser Ziel war nicht nur die Kldrung des Charakters des Zusammenhan-
ges, sondern auch die moglichst genaue Bestimmung des Winkels 5,. Zur
Kontrolle wurden in Bild 7 und 8 die mit der letzten Beziehung bestimmten
Werte von tg 3, bzw. ctg 3, als Funktion von ¢* bzw. y,;, dargestellt und mit
jenen Werten verglichen, die mit dem von Gruber entwickelten Verfahren [1]
ermittelt wurden.

In den Abbildungen wurden die nach Gleichung (18) berechneten Werte:
mit stetiger Linie ausgezogen. Die mit dem genauen Verfahren bestimmten.
Werte wurden punktweise eingetragen und die zur Berechnung verwendeten
Angaben gesondert angegeben. Es kann beobachtet werden — wie es auch aus
den fritheren Untersuchungen schon sichtbar war —, daf} die Abweichung der

3
ctg o *
i
\J‘\‘
2 \\ x + o
T D:/0; 18 78§ 13
_ \’E -
P — ¥ 02 |02 |04
T N 0w |12
7 i | .
J %,g;{‘,‘éi%’gg" Konstanrl Elliptisch
o a6
a8 Yid f
Bild 8

Zirkulationsverteilung von dem im geraden Gitter aufgenommenen konstan-
ten Wert — auf Grund dessen auch die Beziehung (18) abgeleitet wurde —
keine bedeutende Wirkung auf den Wert des Winkels 3, hat.

Es kann festgestellt werden, dall die abgeleitete Formel sich zur schnellen
Bestimmung des Steigungswinkels der zur genauen Berechnung der Schaufel-
form notwendigen logarithmischen Grundspirale geeignet ist. Bei den in

. D |

Betracht gezogenen Durchmesserverhiltnissen | —* = 1,3 — 1,8/ und Lei-
1 ,

stungskennziffern (y;; = 0,5—1; ¢* = 0,15—0,4) ist zwischen den mit der

Formel (18) berechneten Werten des Steigungswinkels und jenen, die mit dem
genaueren Verfahren ermittelt wurden, die grofte Abweichung 40’, unabhin-
gig davon, ob die Zirkulation im geraden Gitter gleichmiBig oder elliptisch
verteilt ist. Dieser Umstand ermioglicht eine bedeutende Ersparnis an Rechen-
arbeit, da die Bestimmung des Steigungswinkels durch Iteration nicht not-
wendig ist.

Es sollte auch untersucht werden, welchen Einflull die Anderung des
Charakters der Zirkulationsverteilung auf j, hat.




EINE NAHERUNGSMETHODE 233

Wihrend bisher der Zirkulationswert im geraden Gitter entlang der
Schaufel (der reellen Achse) konstant gehalten wurde, sind Untersuchungen

T ar
auch im Falle zunehmender oE Konst. r| bzw. abnehmender -
Konst.} _. ) o

= ———| Zirkulationsverteilung durchgefiihrt worden.
r
: : . . ar
Aus dem Differentialquotienten der Abbildungsfunktion (10) kann 73
r

und aus der Differentialgleichung (12) die Anderung von ¢, dem Radius ent-
lang bestimmt werden. Die Ergebnisse dieser Rechnung sind in der folgenden
Tafel zusammengefafit :

. ar ? i
Nr. L’-{; : -(J: Cy
T2
-~ -~ : r 4 1 »
1 Kounst. r  Konst. : —_—t e [1 — —
‘ Iy - r
r
r 1
Ty (]
- ; = In |-
~ Konst Ty \T1)
2 . Konst. R 1 G
2
r In-= -
Ty n
; 2
. [T2|
Konst Konst ‘ \ry 1 1
3 P H o - » T 0211 T T T
: r r* Ty r r|
L1 Ty Ty
Cg \ |
i
2
!
£
Bild 9
Der Charakter der Verteilungskurven von ¢, — welche mit den in der
Tafel angegebenen Beziehungen bestimmt wurden — ist in Bild 9 und 10

zu erkennen.
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Bild 10

Aus den Gleichungen (7) und (17) ergaben sich folgende Bezichungen
fir ctg f,:

Nummer ctg fa =
o2 Ty
211 In (4 l
1 1 1 .;{’1. ol at
7 21n |2 (L T2 I
Ty Ty Ty }
| r‘.’fil' 1 In |72
N | . __1__ 1 Ty — 51
- ‘A [ o . 2 1
\: F 921n lf; [_r_—} =
ry | Tyl
- n
1 1 rn 1 T 2 l
3 = T3 Y )7 Inj— 1
¥ 91n (I_‘l] {L{) - 51 l
Ty 51 51

Es ist zu erkennen, daB nur die von der Druckzahl y,; abhingigen Teile
der einzelnen Beziehungen von einander abweichen.
Mit diesen drei verschiedenen Zirkulationsverteilungen und mit dem im

2

- D
Vorangehenden verwendeten Durchmesserverhiltnis — = 1,8 bestimmte

1
Werte von ctg f, sind in Bild 11 angegeben. Wie dies auch aus dem Charakter
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der Formeln folgt, vergréfern sich die Abweichungen mit der Zunahme
von yy.

Im Bereich der — in der Praxis oft verwendeten — Werte 31,; = 1 und
@* = 0,2 zeigen die mit der Gleichung (18) berechneten Werte von §, — die

3 7
g .o { Konstr
2 Konst

\\4\;43 Kopst
v S
;’ —

e
\\

/
i

04 06 08 10 ¥
Bild 11

erfahrungsgemifl nur wenig von jenen abweichen, welche mit dem genaueren
Verfahren bestimmt wurden — eine Abweichung von cca 2°, falls die Zirkula-

— = Konst. ist.

5

tionsverteilung nicht

Zusammenfassung

Bei der Berechnung von radialen Laufridern wird von der itber die Anfangs- und
Endpunkte der Schaufeln laufenden logarithmischen Spirale ausgegangen. Wenn der Steigungs-
winkel der logarithmischen Spirale nicht entsprechend gewihlt wird, mufl die Berechnung
wiederholt werden. Es wird eine leicht anwendbare Formel abgeleitet, mit welcher der
Steigungswinkel mit der notwendigen Genauigkeit bestimmt werden kann.
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