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1. Einleitung 

Die Verringenmg des Ge'wichtes von Konstruktionen ist eine allgemeine 
Bestreblmg im Maschinenbau. Von jenen speziellen Fällen abgesehen, in denen 
das Streben nach dem kleinstmöglichen Gewicht so ,vichtig ist, daß es selbst 
auf Kosten der Wirtschaftlichkeit durchgesetzt werden muß (z. B. Flugzeug
triebwerke), haben die Bemühung um ein kleineres Gewicht im allgemeinen 
wirtschaftliche Gründe. Gleiche Werkstoffe und gleiche Technologie voraus
gesetzt, werden die Herstellungskosten von Konstruktionen gleicher Qualität 
hei geringerem Gewicht niedriger, d. h. die leichtere Konstruktion ist zugleich 
auch wirtschaftlicher. 

Die Theorie der Zahnräder hat sich in den letzten Jahrzehnten wesentlich 
entwickelt, doch befaßt sich das umfangreiche Schrifttum kaum mit den Fragen 
der Wirtschaftlichkeit hzw. mit der Möglichkeit wirtschaftlich optimaler Lösun
gen. Diese Tatsache giht dcn Anlaß, im folgenden einige einschlägige grund
legende Fragen einer Prüfung zu unterziehen. 

2. Bezeichnungen 

(1 = Achsabstand rem] 
b = nutzbare Zahnbreite (tragende Radhreite) [cm] 
cl = J?urehmesser rem] 

= rb ersetzung 
" \'fü!zpressung [kg/cm2

] 

p = Linicnbelastung (Zahlldruek auf 1 cm Zahnbreite) [kg/em] 
= Halbmesser rem] 
= Zähnezahl 

--1, B, C = Lällgenabmessungcll [cm] 
F = Fläche [cm2 ] 

JI = Drehmoment [cmkg] 
V = Volumen [cm:l] 
Qo = Bezugscingriffswillkel 
Q = Betriebseingriffswinkel 
:;1: = Verhältnis der \Välzpressung im inneren Einzeleingriffspunkt zur 'Wälz-

pressung im Wälzpunkt 
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Indizes 

1 = erste Stufe (bzw. Antriebsrad) 
2 = zweite Stufe (bz~v. Abtriebsrad) 

• e = im Einzeleingriffspunkt 
w = Wälzkreis 
zul = zulässig 

3. Optimales Gewicht des Zahnradpaares 

V or allem soll die Frage des optimalen Gewi.chtes bzw. des für dieses 
maßgebenden optimalen Volumens für ein Zahnradpaar untersucht werden. 
Als gegeben seien hierbei angenommen das zu übertragende Drehmoment, 
die erforderliche Übersetzung, die Qualität des Zahnradwerkstoffes (und damit 
die zulässige Beanspruchung) sov"ie schließlich die Herstellungstechnologie. 
Die vorgeschriebene Übersetzung bestimmt lediglich das Verhältnis der beiden 
Wälzkreisdurchmesser, mithin wird sich ein Zahnradpaar, das die vorgegebenen 
Anforderungen erfüllt, mit unterschiedlichen Wälzkreisdurchmessern und mit 
den diesen zugehörigen verschiedenen Achsabständen venv-irklichen lassen. 
Dem größeren Achsabstand wird hierbei eine kleinere Zahnbreite und umge
kehrt, dem kleineren Achsabstand ein breiteres Rad zugehören. Zur Unter
suchung der Frage, ob ein Achsabstand gefunden werden kann, bei dem das 
für das Gewicht des Zahnradpaares maßgebende Volumen einen Minimalwert 
erreicht, sollen der Einfachheit halber volle Zahnradscheiben mit Geradver
zahnung vorausgesetzt sein. 

Bei der Berechnung auf Oberflächentragfähigkeit, die bei Industrie
getrieben gewöhnlich maßgebend ist, läßt sich aus den Hertzschen Gleichungen 
für die Linienbelastung, die bei einem gegebenen Achsabstand mit der für 
den gewählten Werkstoff zulässigen Wälzpressung kzul übertragen werden 
kann, die bekannte Beziehung 

2i 
P = kzu1 a sin a ----

(i + 1)2 
(1) 

ableiten, während die aus dem gegebenen Drehmoment lvII errechenbare 
Linienb elastung 

ist. Da 

a 



wird 
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M 1 (i+l) 
p= . 

ab cOs a 

Die Zusammenziehung von (1) und (2) ergibt 

a2 b = i\1"l _1_ (i + 1)3 
k zCl1 sin2 a i 

Für das Volumen des Zahnradp'aares gilt 

d2 d2 d2 v= IVi7/: b+i2 IVI7/: b= \VI7/: (i2+1)b. 
. 4 4 4 

2a 
Mit du,! = i + 1 schreibt sich das Volumen des Zahnradpaares zu 

T/ _ 2b. i
2 + 1 ,. - a 7/: • 

(i + 1)2 
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(2) 

(3) 

(4) 

Setzt man in diese Gleichung den Wert für a2b gemäß Formel (3) ein, 
dann erhält man 

v= iU1 7/: (i+1)(i2 +1) 
kztl1 sin 2 a i 

(5) 

Da Drehmoment, Übersetzungsverhältnis und Werkstoffqualität (und 
damit auch der Wert von k zu1 ) als gegeben angenommen werden, enthält 
Gleichung (5) ausschließlich konstante Größen mit Ausnahme des Betriebs
eingriffswinkels a, der (zusammen mit dem Achsabstand) je nach der Geometrie 
der Verzahnung innerhalb ge,\isser Grenzen veränderlich ist. Betrachtet man 
einstweilen auch diesen als konstant (beispielsweise bei Annahme einer VO
Verzahnung, bei der a = a o = konst.), dann gilt die Feststellung, daß das 
Gewicht des Zahnradpaares unabhängig vom Achsabstand konstant ist, was 
übrigens bereits aus (3) hervorgeht. Das Ge'\dcht des 'Zahn~adpaares wird 
ledigUch durch die Übersetzung beeinflußt, ist also deren Wert festgelegt, dann 
kann von einem optimalem Gewicht nicht gesprochen werden. 

Gleichung (3) zieht die im Wälzpunkt auftretende Hertzsche Pressung 
in ~etracht. Bekanntlich entsteht im inneren Einzeleingriffspunkt eines 
Zahnradpaares eine größere Hertzsche Pressung als im Wälzpunkt. Will man 
auch diesen Umstand berücksichtigen, dann muß Gleichung (3) mit- einem 
Faktor multipliziert werden, der das Verhältnis der Wälzpressung im inneren 
Einzeleingriffspunkt zum Wälzpunkt enthält. Dieser Faktor kann als Quotient 

1* 
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~er Produkte der Zahnprofil-Krümmungshalbmesser ausgedrückt werden, 
die sich im \Välzpunkt und im inneren Einzeleingriffspunkt ergeben: 

Mit dem Faktor ~k wird Gleichung (5) für das Volumen 

lvII Je (i+ I) W + I) v=-
k zu1 sin2 a i 

(6) 

worin ~klsin 2a die veränderliche Größe ist, deren Wert von der Übersetzung, 
vom Betriebseingriffs",inkel, von der Zähnezahl des Ritzels bzw. von der 
Zähnezahlsumme abhängt. Die ~k/sin 2a-Werte für eine mit ausgeglichenem 
Schlupf entworfene Verzahnung sind in Abhängigkeit von der Ritzelzähnezahl 
für einige Betriebseingriffswinkel- und Übersetzungswerte in Bild 1 dargestellt, 
dessen Kennlinien auf Grund der Tabellen des Verzahnungssystems von I. 
BOTKA aufgetragen wurden ([1] und [2]). Das Schaubild läßt erkennen, daß 

a) größere Betriebseingriffs\vinkel in der Mehrzahl der Fälle kleinere 
V olumina ergeben, ausgenommen die Fälle, in denen man bei großen Über
setzungen gleichzeitig große Betriebseingriffswinkel anwendet, da hierbei in 
einigen Fällen etwas ungünstigere Ergebnisse entstehen können. So verläuft 
die Kurve beispielsweise bei a = 25° und i = 5 bereits über den Werten für 
a = 23° und i = 5, während sie bei Zl = 18 die Kennlinie für a = 20° und 
i = 5 schneidet. 

b) Mit zunehmender Zähnezahlsumme läßt sich zwar das Ge,dcht ver
mindern, doch setzt die Biegefestigkeit der Zähne einer Erhöhung der Zähne
zahlsumme Grenzen. 

c) Bei niedriger Zähnezahlsumme (z. B. bei =1 = 13 ... 15) und bei 
Übersetzungen von i > 2 beeinflußt weder der Eingriffswinkel noch die 
Übersetzung das Ge'ilicht in wesentlichem lT mfang. 

d) Bei kleineren Über:3etzungen (i, < 3) führt die Vergrößerung des 
Betriehseingriffswinkels bzw. die Erhöhung der Zähnezahlsumme zu hedeuten
deren Gewichtsverminderungen als bei größeren Ühersetzungen. 

e) Bei den praktiEch in Frage kommenden Ritzelzähnezahlen zeigen die 
Kuryen keinen Minimalwert, ausgenommen die Fälle von a = 20° und i -1. 
Ist i = 4, liegt das Minimum hei einer Zähnezahl von =1 ~ 30, hei i = 5 hin
gegen hei einer Zähnezahl von zl ~ 25, doch re:3ultieren auch aus diesen Mini~ 
mahl-erten größere Gewichte, als sie auch mit einem nur wenig größeren 
Betriehseingriffs'ilinkel erzielt werden könnten. 

All dies heweist, daß man bei Anwendung der als zeitgemäßest anzu
sprechenden, auf Schlupf ausgeglichenen V-Verzahnung, bei der der Betriehs-
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eingriffsv,rinkel gröBer ist als 20°, selbst dann nicht mit mehr als 2 ... 3 %iger 
Gewichtsverminderung rechnen könnte, wenn man die Möglichkeit hätte, den 
Betriebseingriffswinkel oder die Zähnezahlsumme weiter zu erhöhen. (Dies 

2,0 1-----,----", ,----'-~~-,I ",. ----'----i7'----'! 
~I ~ ; 

~" Ill.p 0r:::,/ i I' 

sin2o<. ;::"l i ~ / " / I 

",'I : "'I ,"v'Y' I 
I ! I '\,V 

1,9r-------~----7-~--_+1----------~--~---L------~ 

1 / 
I ' / 

'I 
/ / 

/ / 
/ 

. Ii /" , 
/ 

., . I·! Z 
~ ~/ I . / 1/ I /' :" TZ

2=lr ' 
11' 't? <r,\/ / /[ , ' ... l./"· 

1,5 1------+-"'1'\,'>;---,,/ Q<J/ . i 't ;7 I 
(. x/ "vvo~/,\<J/ I./" ............, 
/ 1"," ",~",~1)' 0-' v' . I 

! '. ·/7~\<·1-.T ,,~'I .,./"'. I ' I 

. , 

V / //./( 1-\<9' ~1501./ ._._.rx.=Z5o }AUfSChIUP f 
" • / , i.V 1.'4'7'1 _ 200 ausgeglichene 

f-----r-I-_F-'-c"c--1,.! L-- 1-\ < .. ' <X - Verzahnung' 
I 1/ . • /' ./.7 I ----O<'o=20 0 lurVermel- I 
" 

. / / / l./ , dung des Unterschniltes korrigiertei 

t~/I VOT"'Ohn"n
g 

I I 

2 J 

Bild 2 

5 6 i 

ist besonders bei Industriegetrieben der Fall, bei denen i > 3.) Man kann also 
feststellen, daß auch das Gewicht eines auf Schlupf ausgeglichenen Zahnrad
paares zur Übertragung eines gegebenen Drehmomentes bei gegebener Über
setzung und Beanspruchung unabhängig ,"om Achsabstand annähernd kon
stant ist, und daß dies ganz allgemein auch für Zahnräder mit gleichem Ver
zahnungssystem zutrifft. 
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Ausdrücklich muß jedoch darauf hinge"wiesen werden, daß das Gewicht 
der Zahnräder ausschließlich bei gleichem Verzahnungssystem ungefähr 
konstant bleibt. Mit den Unterschieden in der Verzahnung ändern sich die 
Verhältnisse sehr wesentlich, und im Ge"wicht der Zahnradpaare können sich 
bedeutende Unterschiede zeigen, wie dies aus Bild 2 hervorgeht. 

Bild 2 enthält eine graphische Darstellung der sich bei verschiedenen 
Zähnezahlsummen ergebenden Werte von ~k/sin 2 a in Abhängigkeit von der 
Übersetzung, u. zw. in drei Varianten: 

1. für Verzahnung mit ausgeglichenem Schlupf bei a = ao = 20° (voll 
ausgezogene Linie), 

2. für Verzahnungen mit ausgeglichenem Schlupf bei einem Betriebs
eingriffswinkel a = 25° (strichpunktierte Linie), 

3. für VO-Verzahnung die zur Vermeidung des Unterschnittes korrigiert 
14- z 

ist, bei der also Xl = -U~ und ao = 20° (gestrichelte Linie). 

Das Schaubild beweist die Richtigkeit der soeben gemachten Feststel
lungen, doch läßt es überdies auch erkennen, 

a) daß sich durch die auf Schlupf ausgeglichene Verzahnung im Ver
gleich zur VO-Verzahmmg gemäß 3. eine wesentliche Ge,vichtsverminderung 
erzielen läßt; 

b) daß die Gewichtsverminderung bei zunehmender Übersetzung auch 
ohne Vergrößerung des Betriebseingriffswinkels oder der Zähnezahlsumme 
zunimmt; 

c) daß sich schließlich durch Vergrößerung des Betriebseingriffswinkels 
oder der Zähnezahlsumme innerhalb der Grenzen der von letzterer abhängigen 
Übersetzung weitere Gewichtseinsparungen erzielen lassen (bis zum Schnitt
punkt der Kurven für a = ao und a = 25°). 

Zahlenmäßig sind diese Tatsachen in der hier folgenden Tabelle erfaßt, 
die die ~k/sin2 a-Werte für verschiedene Zähnezahlsummen und überdies 
die Ge,vichtsverminderung in Prozenten enthält. Die ~k/sin 2 a-Werte für die 
zur Vermeidung des Unterschnitt es korrigierte VO-Verzahnung sind mit Co, 
diejenigen für die auf Schlupf ausgeglichene Verzahnung hingegen mit Ca2o, 

C"2;' usw. bezeichnet. Aus der Tabelle lassen sich folgende S~hlüsse ziehen: 
Bei einer Zähnezahlsumme von zl + z2 = 40 zeigt sich im Vergleich zu 

der zwecks Vermeidung des Unterschnittes korrigierten VO-Verzahnung bei 
einer V-Verzahnung mit a = 25° und mit ausgeglichenem Schlupf eine Ge
wicht .. sverminderung von 14,6 ... 21,0%. Bei einem Bctriebseingriffs~inkel 

von a = 27° ergifrt sich bis i = 2 eine weitere Gmvichtsverminderung. Im 
Vergleich zu einer auf Schlupf ausgeglichenen VO-Verzahnung (a = ao) 
ergibt sich aus derselben Verzahnung bei einem Betriebseingriffswinkel von 

" a = 25° his zu i ""'" 2,5 eine zwar ahnehmende, hei kleinen Übersetzungen' 
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jedoch noch immer bedeutende Gewichtsverminderung, die sich durch Anwen
dung von a = 27° weiter steigern läßt. 

Ist die Zähnezahlsumme ZI + Z2 = 60, dann beträgt die Gewichtsver
minderung im Vergleich zur VO-Verzahnung gemäß 3. bei V-Verzahnung mit 

Z1 + z~ 40 

Co 1,615 1,S06 1,993 2,046 2,089 

Ca 20 1,61.::; 1.655 1.661 1,669 1.680 

Ca 2.:; 1.379 1..183 1.572 1.650 1,702 

Ca 27 1.315 1..110 1..::;61 1.676 I 1.754 

100 Co - Ca 25 0 

Co .0 
I·L6 17,9 21,0 19,3 18.5 

I' 0 Cu - Ca 27 0 
LI Co, o 18,5 2U.3 22.-1 13,1 16,0 

C "0 C ~-100 a - - a -;) 0 1-1.6 10,,1 5,3 1,1 -1.3 Ca20 .0 

100 Ca 20-Ca 27 0 

Ca20 .0 
18.5 13,0 6,0 ~O -,lA 

=1 +z:! 60 

i 1 1.5 ., 3 5 

Co 1,571 1,657 1,755 2,016 2,176 

Ca 20 1,571 1,601 1,604 1,598 1,626 

Ca 25 1,334 1,406 1,458 1,548 1,737 

100 Co-Ca 25 0/ 

Co 10 
15,1 15,2 17,0 23,2 20,2 

100 Ca 20-Ca25o/c 
Ca 20 0 

15,1 12,2 9,1 3,1 -6,8 

';1 +=2 100 

2,03 4 4,88 

Co 1,559 1,532 1,719 1,836 1,965 

Ca 20 1,559 1,574 1,566 1,566 1,551 

Ca 25 1,316 1,398 1,456 1,512 1,560 

100 Co-Ca 25 0/ 
Co /0 

15,6 14,3 15,3 17,6 20,6 

100'Ca 20-Ca 25 0/ 15,6 11,2 7,0 2,8 ~O 
Ca 20 ,0 
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150 

Co 1,556 1,591 1,750 

Ca 20 1,556 1,565 1,5-13 

Ca 25 1,311 1,371 1,503 

100 Co-Ca 25 0 
Ca ,0 

1.'1,-: 13,8 13,2 13,5 1-!,1 

o Ca 20-Ca 25 0 15,7 12,-! 9,0 6,0 .2_6 10 Ca 20 0 

a = 25° und bei ausgeglichenem Schlupf bis i = 2 etwa 15 ... 17%, bei 
i = 2,5 ... ;) hingegen 20 ... 23So' Bei der auf Schlupf ausgeglichenen V-Verzah
nung ergibt a = 25° bis i = 3 im Vergleich zu a = ao = 20° gleichfalls eine 
Ge'dchtseinsparung. Derartige Verzahnungen mit a = 25 0 

r,_ 26° bieten Vor
teile bei gehärteten Zahnrädern von Fahrzeuggetrieben, da beispielsweise 
die Übersetzung von Räderpaaren in 'Wechselgetrieben selten größer ist als 2;5. 

Bei einer Zähnezahlsumme zl + Z2 = 100 liegen die Verhältnisse ähnlich 
wie im vorigen Absatz besprochen. Im Vergleich zur VO-Verzahnung nach 3. 
zeigt sich bis i = 4,88 eine Ge"wichtsverminderung von 14 ... 20%. 

Bei der Zähnezahlsumme Zl = Zz = 150 ergibt die auf Schlupf ausgegli
chene V-Verzahnung mit a = 25° im Verhältnis zur VO-Verzahnung nach 3. 
eine Ge" .. ichtsverminderung von 13 ... 15,7%, im Vergleich zu der auf Schlupf 
ausgeglichenen VO-Verzahnung hingegen eine solche von 2,6 ... 15,7%. Wie 
ersichtlich, zeigen die im Vergleich mit der VO-Verzahnung nach 3. erzielbal'en 
Ge" .. ichtsverminderungen mit wachsender Zähnezahlsumme eine leicht fal
lende Tendenz. Industriegetriebe werden in der Regel mit ungehärteten 
Zahnrädern ausgestattet, wobei die Zähnezahlsumme Zl + Zz = 100 ... 200 
beträgt. Da die Übersetzung einer Stufe am häufigsten zwischen 3 und 7 liegt, 
läßt sich mit einer auf Schlupf ausgeglichenen V-Verzahnung mit a > a o 
eine Gewichtsverminderung von bloß einigen Prozenten erzielen, wie dies in 
den obigen Ausführungen bereits festgestellt wurde. 

Es kann also ,~iederholt konstatiert werden, daß das Gewicht von Zahn
radpaaren nur bei demselben Verzahnungssystem und im Falle voller Aus
nützung der (hITch die Verzahnung gebotenen Vorteile als annähernd konstant 
angenommen werden darf. Weiters läßt sich feststellen, daß bei der ,drtschaft
liche~ Zahnradberechnung der richtigen Profilverschiebung eine bedeutende 
Rolle zukommt, daß es somit verfehlt wäre, die Vergrößerung des Betriebs
eingriffswinkels allein anzustreben, da die richtige Profilverschiebung minde
stens ebenso maßgebend ist, ,~ie dies die in den obigen Ausführungen bespro-

, chenen Ge,~ichtseinsparungen in den Fällen von a = ao ZlIT Genüge beweisen., 
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4. Einstufige Zahnradgetriebe 

Wünscht man das Zahnradpaar in ein geschlossenes Gehäuse einzuhauen, 
dann muß man auch die Gestaltung des Gehäusege,dchtes daraufhin unter
suchen, ob man durch geeignete Wahl des Verhältnisses zwischen Achsab,stand 
und Zahnbreite eine optimale (das geringste Gewicht ergebende) Lösung finden 
kann. Das Gewicht des Gehäuses ist seiner Oberfläche proportional. Der Ein
fachheit halber soll das Gehäuse des Zahnradgetriebes als von ebenen Flächen 

A -' 

Bild 3 

begrenzt angenommen werden (Bild 3). Die Hauptabmessungen des Gehäuses 
gemäß Abbildung lassen sich in Abhängigkeit von dem Achsabstand folgender
maßen bestimmen: 

Länge des Gehäuses 

A = 2a rp, 

worin cf = konstant. 

Breite des Gehäuses auf Grund von Gleichung (3) 

M l I 
worin K = -- --- = konstant, sofern auch der Wert von sin 2 aals 

k zlIl sin 2 a 
konstant angenommen ,viTd. 
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Höhe des Gehäuses 

Durch unterschiedlich hohe Potenzierung der Konstante cp wurde eine 
Annäherung der tatsächlichen Verhältnisse angestrebt. So erscheint sie in der 
Formel für die Gehäusehöhe deshalb in der dritten Potenz, weil bei dieser 
Abmessung der Ölraum mit berücksichtigt werden mußte. Bei der Berechnung 
der mit dem Gewicht verhältnisgleichen Gehäuseoberfläche wurden die Ge
häuseauflagefläche und die Verbindungsflanschen der Gehäusehälften sowie 
die Versteifungsrippen dadurch berücksichtigt, daß die Fläche 2 A.B dreifach 
angenommen wurde. Es ergibt sich demnach für die Gehäuseoberfläche 

F = 2 (A.C + 3 AB + BC) 

oder mit den obigen Beziehungen die Gleichung 

deren Minimalwert bei 

liegt, und aus der die Gleichung 

a3 = 
K[0,75 (i~1)3 + 0,25 cp2(i+ 1)2] 

bestimmt werden kann. 
Die mit dem Gehäusegewicht verhältnisgleiche Gehäuseoberfläche nimmt 

mithin ein Minimum an, sofern 

a 

b 

Bei cp = 1,1 ergeben sich hieraus folgende Zahlenwerte: 

I 
{/ I 
b I 

1,8025 1,4275 1,3025 1,24 1.2025 1,] 775 

b 0,555 a 0,7 a 0,767 Cl 0,805 Cl 0,83 a 0,85 a 
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Die bisherigen Überlegungen enthielten der Einfachheit halber eine 
, Reihe von Annäherungen, wogegen die Gestalt, besonders der obere Teil des 
Getriebegehäuses von der angenommenen idealisierten Form wesentlich 
abweicht, und dadurch auch der Faktor rp andere Werte annehmen kann. 
Der Gedankengang war aber dennoch geeignet, nachzuweisen, 

a) daß durch entsprechende Wahl des Achsabstandes bzw. des Yerhält
nisses zwischen diesem und der Gehäusebreite ein optimales Gewicht erzielt 
werden kann, daß ferner 

b) zur Erzielung des optimalen Gewichtes breite Räder erforderlich 
sind, daß mithin die Yerminderung des Achsabstandes das wirksamste Mittel 
zur Yerringerung des Gehäusegewichtes darstellt. Bei größeren Übersetzungen 
müßten natürlich die Räder schon so breit sein, daß eine Yerwirklichung 
unzweckmäßig "wäre. Durch doppelte Schräg- oder durch Pfeih-erzahnung las
sen sich jedoch die Anforderungen des minimalen Gewichtes in vielen Fällen 
erfüllen. Häufig verhilft eine derartige Analyse zur Annäherung des Optimums 
selbst dann, wenn sich eine nicht mehr zu verwirklichende Radbreite ergibt. 
Beim Entwurf von Getriebereihen ist allerdings eine weit eingehendere Unter
suchung auf Grund des ausgeführten Gedankenganges unerläßlich, die sich 
auch auf die Ermittlung der durch Torsion und Biegung verursachten Defor
mation des Ritzels erstrecken muß, demi die anwendbare Zahnbreite wird 
durch die aus Deformationen herrührenden Zahnrichtungsfehler begrenzt. 

5. Zweistufige Zahmadgetriebe 

Im folgenden soll. nun für ein zweistufiges Zahnradgetriebe die Frage 
untersucht werden, ob eine Möglichkeit besteht, die Übersetzung der beiden 
Zahnradpaare ~ und i 2 bei gegebener Übersetzung i = ~ . i 2 derart zu 
wählen, daß hierbei ein minimales Volumen der beiden untersuchten Zahn
radpaare insgesamt, d. h. ein optimales Gesamtgewicht entsteht. Auch 
bei dieser Untersuchung seien gleiche Werkstoffe, gleiche Beanspruchung und 
Technologie vorausgesetzt. Ausgehend von Gleichung (6) enthält man bei 
Bezeichnung der Übersetzungen mit den Indizes der einzelnen Stufen für das 
Volumen des Räderpaares der ersten Stufe die Beziehung 

Ti _ MI 7t~k (il + 1) (ii + 1) 
'"1-

kZlll sin 2 a i 1 

7t 
die sich mit K l = als Konstante in der Form von 

kzlIl sin 2 a 

(7) 

schreiben läßt. 
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Für das Volumen des zweiten Räderpaares gilt die gleiche Beziehung, 
doch muß hierbei berücksichtigt werden, daß dieses bereits durch das Dreh
moment i l l\ll helastet 'wird. Es wird mithin 

(8) 

Das Volumen beider Räderpaare ergiht sich aus der Addition der Glei
chungen (7) und (8) zu 

(9) 

Mit sämtlichen W-erten für i 2 ,,'ird i 2 = i/i1 und damit nach Ordnung 

( 
1.3 J ')·2 r (1 J .). 1 + . LI T ~ LI T T L. II 

- r;- L T/ = 111"11\.1 -----'-------:----.~ (10) 

Zur Erzielung dieses kleinsten Volumens muß der Wert von il die Glei
chung 

befriedigen. 
Für praktische Berechnungen ist die Lösung dieser Gleichung dritten 

Grades auf ~ etwas umständlich, 'weshalb Bild,4 einen besseren Behelf bietet, 
III 'welchem die Werte VjlYl1K 1 in Ahhängigkeit von der Ühersetzung ~ des 
ersten Räderpaares für verschiedene Gesamtübersetzungen i aufgetragen sind. 
Wie aus dem Schaubild ersichtlich, gehört zu jedem i ein bestimmtes i1, hei 
dem das Gesamtvolumen der heiden Zahnradpaare ein Minimum beträgt. 
Das Diagramm gibt mithin die Möglichkeit zur Wahl dieses i1 und damit auch 
zur \Vahl dee zugehörigen i 2 • Die Kun'en verlaufen an den Minimumstellen 
flach genug, kleinere Ab'weichungen vom optimalen i1- \\1 ert, die hei der W-ahl 
der Zähnezahl unvermeidJich eind, ergeben mithin noch keine ernsteren 
Unterschiede. 

Die optimalen Ahmessungen des Zahnradgehäuses lassen sich auch beim 
zweistufigen Zahnradgetriehe ähnlich, ,de weiter ohen beschrieben, ermitteln. 
Bei d~n Zahnrädern sind natürlich die nach den obigen Ausführungen günstig
sten Übersetzungen in Betracht zu ziehen. ,Als Beispiel sollen hier die das 
geringste Gewicht ergebenden Ahmessungen für das Gehäuse eines Zahnrad
getriebes mit sogenannter rückkehrender W-ellenanordnung hestimmt werden, 
'\'0 also An- und Ahtriebswelle fluchten. Die Hauptabmessungen eines Zahn-' 
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Bild 4 

radgetriebes in der A.nordnung gemäß Bild 5 lassen sich in Abhängigkeit vom 
Achsabstand folgendermaßen bestimmen. 

Gehäuselänge : 

.4 _ t' +. dlVl +. dlV2
) ~":I.. - a t l t., cp . 

2 - 2 

2a 2a 
Da dWI =. I und dW2 = . -L ' ferner i 2 = i/~ ist, wird 

t] T I t 2 I I 

A = all + ~~- + _i_) cp = a%cp. 
i l + I i + i l 
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Gehäusebreite : 

Gehäusehöhe: 

~------"" 
A 

a 

Bild .5 

worin 

A = (il + 123 + il (i2 + 1 )3 

i l i 2 

und 

Setzt man bei der Berechnung der Gehäuseoberfläche die Auflagefläche, 
die Verbindungsflansche und die Rippen wieder zu 3AB an, dann erhält 



318 J. VARGA 

man für die Gehäuseoberfläche 

F = 2 (AC 3AB BC) 

oder mit obigen Beziehungen 

F = 2 a2 %!Up4 ](1 (6 - 6 " -- %/.{F + ~ l.f-lrpS). 
a 

Die kleinste Oberfläche ergibt sich, wenn 

dF = 4 a %WP4 _ ](1 (6 %/.rp6 + 2 J.urpS) = 0, 
da a2 ' 

woraus 

Das Verhältnis zwischen Achsabstand und Zahnbreite ist 

1) -L ___ 0-=-:5~ ___ _ 
I 

i 1 i 1 -L --- -L --
I i 1 + 1 I i + i 1 

a 
Ist beispielsweise i = 20, i1 = 5,5 und Cf = 1,1, dann ist = 1.351. 

b1 + b2 ' 

Bei größeren Übersetzungen besteht wegen der sich ergebenden über
großen Zahnbreiten auch hier keine Möglichkeit die optimalen Abmessungen 
zu yenl'irklichen, doch gibt eine ähnliche eingehende Untersuchung eine gute 
Handhabe zu deren Annäherung. 

Soll das 'weiter oben bereits erwähnte zweistufige Zahnradgetriehe mit 
rüekkehrender \Velle in stehender Anordnung gemäß Bild 6 ausgeführt werden, 

\ 

dann gilt im Sinne der yorangegangenen Ausführungen mit :oinngemäßcr 
An'wendung des Beiwertes q für die stehende Anordnung 

für C = a %1]3, 

für B = .) /.q5, 
a-

für A = a pr!. 

Stellt man die Auflagefläche, die Verbinclung:oflansche und die Ver
steifungsrippen ähnlich wie oben mit 3AB in Rechnung, dann erhält man 
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a 
oder mit obigen Zahlenwerten einen Wert von --I - = 1,123, d. h. eine 

b1 T b2 

ungünstigere Lösung als bei liegender Anordnung, "weil sich ein breiteres 
Gehäuse ergibt. Die liegende Ausführung bietet au eh insofern größere Vorteile, 
als bei dieser der obere Gehäuseteil mit geringerer Wandstärke gewissermaßen 
als nieht tragender Deekel ausgebildet werden kann, während hierzu bei 
vertikaler Anordnung keine Mögliehkeit besteht. Nebst Bestimmung der 
günstigsten Oberfläehe muß man mithin bei der Entseheidung aueh die in 
Frage kommenden Wandstärken berüeksiehtigen. 

Bild 6 

Der Einfaehheit halber sind obige Ausführungen für geradzahnige 
Räderpaare abgeleitet worden, die gleiehen Untersuehungen kann man aber 
ohne sonderliehe Schwierigkeiten auch für schrägverzahnte Räder durch
führen. 

Schlußfolgerungen 

Aus obigen Gedankengängen können folgende Sehlußfolgerungen gezogen 
werden: 

1. Das Ge'wicht von Zahnradpaaren mit demselben Verzahnungssystem, 
mit gegebener Übersetzung und aus gegebenem Werkstoff, die zur Übertra- ' 

2 Periodica Polytechnica )1. IIIi-1. 
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,gung eines bestimmten Drehmomentes dienen, ist unabhängig vom Achsab
stand annähernd konstant. 

2. Diese Feststellung ist auch für nicht volle große Räder (Abtriebsräder) 
gültig, da die Abmessungen des Radkörpers (Kranzstärke, Scheibenstärke 
usw.) mit dem Walzkreisdurchmesser stets verhältnis gleich sind. 

3. Das Ge".-icht des Räderpaares läßt sich durch die Verzahnung beein
flussen. Eine auf Schlupf ausgeglichene Verzahnung ist wesentlich wirtschaft
licher als die zur Vermeidung des Unterschnittes korrigierte VO-Verzahnung. 
Bei auf Schlupf ausgeglichen'er Verzahnung läßt sich das optimale Gewi.cht 
besonders bei kleiu'eren Übersetzungen durch Vergrößerung des Betriebs
eingriffs'vinkels und der Zähnezahlsumme erreichen. 

4. Mehrstufige Getriebc können bei gegebener Gesamtübersetzung durch 
geeignete Wahl der Stufeniibersetzungen mit optimalem Zahnradgcwicht 
ausgeführt werden. 

5. Bei geschlossenen Zahnradgetrieben bestimmen die Gehäuseabmes
sungen das günstigste Ge,vicht. Durch möglichste Verringerung des Achsab
standes und durch geeignete W-ahl der Gehäusebreite läßt sich eine optimale 
Lösung finden. 

Z ussamenfassung 

Die Gewichte von Zahnradpaare~. aus gleichen \y'erkstoffell und mit gleiche~l Yer
zahnungssystemen, die sich bei gleicher Ubersetzung zur Ubertragullg gleicher Drehmomente 
eignen, sind unabhängig vom Achsabstand annähernd konstant. Dagegen weichen die Gewichte 
von Zahnradpaaren mit unterschiedlichen Verzahnungssystemen voneinander wesentlich ab. 
Die Verzahnungen Il].it ausgeglichenem Schlupf sind wesentlich wirtschaftlicher als die zur 
Vermeidung des Unterschnittes korrigierten VO-Verzahnungen, nnd durch Vergrößerung 
des Eingriffswinkels sowie durch Erhöhung der Zähnezahlsumme läßt sich dieser Vorteil 
besonders bei kleineren Übersetzungen noch steigern. Bei Zweistufen-Zahnradgetrieben 
besteht die Möglichkeit, durch entsprechende Wahl der Übersetzung der einzelne~l Stufen 
ein optimales Zahnrad gewicht zu erzielen. Desgleichen lassen sich bei Zahnradgetrieben 
durch geeignete Wahl des Achsabstandes und der Gehäusebreite optimale Lösungen findel1. 
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