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I 

Die Verwandtschaft zweier ebener Systeme ist quadratisch, wenn die 
Beziehung zwi5chen ihren Punkten so gestaltet daß jedem Punkt des einen 
Systems im allgemeinen ein Punkt im anderen entspricht, und z'war in der 
\Veise. daß wenn ein Punkt in einem System eine Punktreihe erster Ordnung 
durchläuft, beschreibt der entsprechende Punkt in dem anderen System eine 
Punktreihe zweiter Ordnung. l 

1. Zwecks Erzeugung einer quadratischen Punktyerwandtschaft wollen 
'wil" in den bei den ebenen Systemen ;::: und ;:::' zwei projektive Strahlenbü8chel 
wählen: 

[' 1\ F" 1 • 

Weiterhin be:::tehe z'wischen den ebenen Systemen ;::: und ;:::' eme reziproke 
Beziehung.2 

Damit hat Illan jedem Punkt X des ehenen Systems ;::: einen Punkt X' 
aus dem ebenen System E' zugeordnet, der auf folgende \\'eise erhalten wird: 

:'Ihn yerhinde Punkt X mit dem Träger des gegehenen Strahlenbüscheh 
i U , dem Strahle x = UX". Im Sinne der projektiven Verwandtschaft ent­
spricht dem Strahl x im S trahlenhüschel U~; der Strahl x' (Abb.1), Auf diesem befin­
det sich Punkt X', der dem frei gewählten Punkte X in der gegehenen Zuord­
nung ent8pricht, Zur "'i\'eiteren Bestimmung deE PunkteE XI gibt es aher zwischen 
den ehenen Sy;::temen ;::: und ;:::' eine reziproke Verwandtschaft. Infolgedessen 
wird Punkt X in der Ebene ;:::' eine Polare Xl' haben, auf welcher der gesuchte 
Punkt X' ehenfall;:: yorhanden i;::t. Es ist aho der Schnittpunkt X' = (x', x~) 
der Strahlen x' und Xl" der dem in der Ehene;::: frei aufgenommenen Punkte X 
zugewiesen wird. 

Wird umgekehrt yorgegangen, und der dem Punkt XI der Ebene EI in der 
gegebenen Verwandtschaft entsprechende Punkt g<"mcht, so ergiht analog der 
Schnittpunkt der Strahlen X und Xl den ent:3prechenden Punkt (x, Xl) = x. 

Es ergibt sich hiermit eine umkehrbar eindeutige Zuordnung. 
Zu heweisen ist nun, daß diese Zuordnung tatsächlich eine quadratische 

ist. d. h. daß eine Gerade von allgemeiner Lage in dem einen ebenen Svstem 
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einem Kegelschnitt im anderen entspricht. Ferner müssen, als deren ' .. ich­
tigste Bestimmungsdaten, die Hauptpunkte der Verwandt5chaft gefunden wer­
den, die zu den singulären Elementen der quadratischen Verwandtschaft gehörell. 

Man nehme zu diesem Zweck eine beliebige Gerade 1 der Ebene E und 
lasse sie den Punkt X entlanglaufen. Wie "ird sich nun der entsprechende 
Punkt X' 'währenddessen fortbewegen? Während Punkt X die Gerade I ent­
langläuft, werden die die entsprechende Gerade erzeugenden Strahlen x' und 
x~ auf Grund der gegebenen Beziehung projektive Strahlenbüschel beschreiben. 
Die Schnittpunkte der entsprechenden Strahlen dieser Büschel ergeben die 
Punkte X'. 

Da im Sinne der Voraussetzung 

U 1\ 

/ 

u~ 
Abb. 1 

ist; ferner infolge der reziproken Verwandtschaft das zu ihr projektive Büschel 
I 2' ! der Punktreihe (l) entspricht, aber weil 

U 1 /\ U' /"0. (l) 7\ ' 

ist, so ist 

: U~ 7i. .2":' 

Somit beschreibt Punkt X' einen Kegelschnitt ['2, der in dieser Beziehung 
das der Geraden 1 analoge Element genannt wird. Es besteht also "irklich eine 
quadratische Verwandtschaft. 

Nun wähle man in der Ebene "E noch eine beliebige Gerade m. Ähnlich 
, .. ie im vorhergehenden Falle entspricht dieser in der Ebene E' ein Kegel­
schnitt m'2. Einer der vier Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte ['2 und m'2 

entspricht dem gemeinsamen Punkte P = (1, m) der Geraden 1 und m. Die drei 
weiteren Schnittpunkte U{, V{ und W'{ sind besondere Punkte der Ver­
wandtschaft, indem jedem von ihnen in der gegebenen Verwandtschaft zwei 
verschiedene Punkte auf den Geraden 1 und m entsprechen (Abb. 2). Da diese Ver­
wandtschaft umkehrbar eindeutig ist, sind diese drei Punkte besondere Punkte 
der Verwandtschaft. Sie verdienen deshalb eine eingehende Prüfung. 
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U~ ist Träger des die Verwandtschaft liefernden Büschels im ebenen 
System E', darum gehen die den Geraden [ und m entsprechenden Kegel­
schnitte ['2 und m'2 als Gebilde von projektiven Strahlenbüschehl durch ihn 
hindureh. Es werde jetzt der Punkt gesucht, der im ebenen System E dem 
Punkt U~ entspricht. Da U~ ein Punkt des Kegehchnitts ['2 ist, liegt der ihm 
entsprechende Punkt infolge der eineindeutigen Zuordnung auf der Geraden 
1; UI ist aber auch ein Punkt des Kegelschnitts m'2, folglich ist sein entspre­
chender Punkt auch auf der Geraden m zu finden. Doch kann P = (l, m) dem 
Punkte U~ nicht entsprechen: diesem Punkte U{ müssen deshalb auf den 
Geraden [ und m zwei verschiedene Punkte ent5prechen. Somit ist Ui ein 

Abb. 2 

besonderer Punkt dieser Verwandtschaft, weil ihm nicht ein Punkt, sondern 
eine ganze Punkt reihe entspricht. Die dem Punkte Ui entsprechenden Strahlen 
fallen nämlich in diesel' Zuordnung zusammen. 

Untersuchen wir weiter die gemeinsamen Punkte von ['2 und m'2. 

Gesucht werden ihre entsprechenden Punkte in der gegebenen Verwandtschaft. 
Da V~ ein gemeinsamer Punkt von ['2 und m'2 ist, muß sich der im ebenen 

System E zugeordnete Punkt auf der Geraden l und m befinden. Der gemein­
same Punkt der Geraden l und m, der Punkt P = (l, m) kann aber infolge der 
Eindeutigkeit der Verwandtschaft - auch wegen der Projektivität der Punkt­
reihen (einer Punktreilie erster Ordnung entspricht eine Punktreihe 2. Ordnung, 
die beide untereinander projektiv sind) nicht dem Punkt V~ entsprechen. 
Dem Punkt V{ entspricht deshalb in der Punktreihe [ ein Punkt VI und in 
der Punktreihe m ein Punkt vt. Die in dieser Ver"wandtschaft den entsprechen­
den Punkt von V~ erzeugenden Strahlen sind also gemeinsam bzw. zusammen­
fallend. Das bedeutet, daß dem Punkt V{ nicht nur die beiden Punkte VI 
und vt entsprechen, sondern auch alle Punkte des erwähnten gemeinsamen 
Strahles in der gegebenen Verwandtschaft. So ist auch V{ ein singulärer Punkt 
des ebenen Systems E'. 
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A.hnlicherweiEe kann auch dafür der )l"achweis erbracht werden, daß in 
der gegebenen VerwandtEchaft auch dem Punkt T171 sämtliche Punkte einer 
Punkt reihe erster Ordnung entsprechen. 

Auf Grund dieser Feststellungen, die übrigens mit den bekannten Tat­
sachen übereinstimmen, kann gesagt ",-erden, daß jedes von z'wei so einander 
zugeordneten ebenen Systemen drei Punkte enthält, denen im anderen System 
die Geraden entsprechen. Diese Punkte bzw. Geraden heißen Hauptpunkte bzw. 
Hauptgerade des ebenen SystemE. Die Hauptgeraden sind durch die Haupt­
punkte schon definiert, da sie doch die Verbindung.;,linien der Hauptpunkte sind. 
Die Hauptpunkte des ebenen System:;; ~ sind U. V und W; die von E' siud 
U{, V{ und W{ : die entsprechenden Hauptgeraden sind: V{ W{, i W{ U~ t 

und U~ V~ bzw. VW i, WTT: und UV. Von diesen Hauptpunkten sind 
U und r und V~ sO'wie W- und TF{ homologe Hauptpunkte. 

~ach alledem kann gesagt wereIen, daß jedem homologen Hauptpunkte­
paar des einen ebenen Systems die durch die entsprechenden homologen Haupt­
punkte im anderen System durchgehende Gerade zugeordnet worden ist. Damit 
iEt die angenommene ebene quadrati:;;che Verwandtschaft auf die Erzeugung 
der schon bekannten SEYDE\YITZSchen quadratischen Verwandtschaft in der 
Ebene zurückgeführt.3 Bei dieEer Erzeugung der Verwandtschaft ist das Haupt­
dreieck da;;: System der Hauptpunkte und der Hauptgeraden - immer reell. 
In diesem Falle aber kann man die un;;:ererseits zur Erzeugung der ebenen 
quadratischen Verwandtschaft gesetzten Angaben immer durch drei Paar 
projektive StrahlenbüEchel und ein ;;:elbstentsprechelldes Punktepaar yon X 
und X' ersetzen. Die ProjektiYität iEt in diespm Falle 

II 

1. In den ",ereinigten ebenen SY:3temen ~ und ~'seien die Gerade sund 
drei Punkte U, U' und V gegeben. Z,\-ischell den beiden ehenen Systemen 
ist eine quadratische Yerwandt"chaft zu begründen.4 

Zu diesem Zwecke greife man au" dem ebenen System 1:' einen beliebigen 
Punkt X herau;;:. Diesem Punkte werde im ebenen Sy"tem L' der Punkt ent­
sprechend zugeordnet, in dem die Verbindungslinie der Punkte [I' und (s, UX~) 

die Gerade VX "chneidet. Das i'olcherart gewonnene Punktepaar X, X' ,\ird 
em konjugiertes Punktepaar der ge;;uchten quadrati8chen Yer"wandt­
schaft sein (Abb. 3). 

Die auf diese -Weise bestimmte Verwandtschaft wollen wir nUll daraufhin 
untersuchen, ob sie ,\irklich quadratisch i;;t und wenn sie es ist, "WO sich ihre 
Hauptpunkte befinden. 
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Um diese Frage richtig zu prüfen, lasse man den im ebenen System E frei 
aufgenommenen Punkt X eine beliebige Gerade 1 entlanglaufen. Gesucht werde 
die entsprechende Figur dieser Punktreihe erster Ordnung im ebenen System E'. 

Die entsprechenden Elemente der Punkte der geraden Punktreihe (X) 
liefern im ebenen System >" zwei projektive Büschel 

T- A 'C' , 
da 

r- /j (1) /, U (s) (T, U' 

Abb. 3 

Der beliebigen Gerade 1 - als Punktreihe erster Ordnung - im ebenen 
System "5:; entspricht im eben eIl System Z' ihr V /' U" Gebilde, nämlieh 
der Kegehchnitt 1'2; eine Punkt reihe z"weiter Ordnung. Demnach ist die gege­
bene Yerwandtschaft zwischen den ebenen Systemen I.. .. und Z' wirklich eine 
quadratische. \'\'ir 'wollen jetzt die singulären Punkte dieser Yen,-andtschaft 

feststellen. 
Auf'Grund (:es Vorhergesagten sind je zwei Hauptpunkte schon bekannt. 

Die beiden Hauptpunkte des ebenen Systems Z sind nämlich U und 'V; die 
entsprechenden Hauptpunkte im System Z' sind C' und F == V'. \,\70 ist nun 
das dritte Hauptpunktpaar'? 

Wählen "ir ah beliebigen Punkt des ebenen Systems Z den Punkt W-= 
= (s, U/V). Festzustellen ist. was dem im ebenen System Z' entspricht. 
Die Konstruktion ,.,ird jetzt nicht mehr einen Punkt, sondern alle Punkte 
einer geraden Punkt reihe (-zr') ergeben. So erhalten wir den dritten Haupt­
punkt W/ des ebenen Systems "5:;. Auf ähnliche Art ge"innt man im ebenen 
System E' den dritten zugeordneten Hauptpunkt W-' = (s, i UF '). 

Die Hauptdreiecke der bei den ebenen Systeme sind also 
im ebenen System Z : UVW-/\. 
im ebenen System "5:;': F'V'W-' /. 

In dieser Verwandtschaft entspricht jeder Punkt der Geraden s sich selbst. 
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2. Zur analytischen Untersuchung der Ver"wandtschaft dieser beiden 
ebenen Systeme vereinigt man die gemeinsame Ebene der beiden ebenen Systeme 
mit der Ebene des Koordinatensystems. Die dit; quadratische Verwandtschaft 
in der Ebene bestimmenden Werte sind dann die folgenden: 

und s . .. 

U (a,O) 
V (LI) 
U' (a',O) 
p (x,y) 
P' (x',y') 

Y p (°')'0) 
x = 0. 

"WO P und P' em beliebiges Punktpaar in der gegebenen Yerwan dtschaft dar­
stellen (Abb. 4). Es ist zu be"weisen, daß diese Verwandtschaft tatsächlich 
eine quadratische ist, und "wenn sie es i,t, "welche die singulären Elemente, d. 
h. die Hauptpunkte sind. 

Berechnen wir nach der bekannten Methode den dem frei gewählten 
Punkt P (x,y) in der quadratischen Verwandtschaft entsprechenden Punkt 

P' (x',y'). 

P' 

x 

Abb. 4 
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Es ü;t (! PU i s) = Y p 

Yp[I': 'VP i) = P' 

Die Gleichungen der Geraden PU r, VP, und ! "Yp U' : sind 

xy 1 
a 0 1 =0 ay = 0 
o y 1 -,0 

x'y' 1 
a'O 1 =0 a'yo -- x'Yo -- a':r' = 0 
0 y 1 , 

.0 
, 

xy 1 
x'y'l =0 (1 -- x')..'.· -r- xy' + x' -- x -- y' O. 
1 1 1 
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Löst man diese Gleichungen nach Eliminierung yon y und Jo auf, so 
erhält man 

ax.l2 + 
x=------·----~-------~--~-------------

-- a a' x' 
(1) 

(a' a) x' y' ..L a x' ~ (a a' -- a') y' -- a a' 
~,I I .,., 

Wird der W-ert ,"on x in die erste der obigen Gleichungen eingesetzt und 
danach die Gleichung auf y gelöst, ergibt sich 

J=--------~---~------~~-- (2) 

Werden diese Gleichungen umgekehrt auf x' und y' gelöst, so erhält man 
die Koordinaten des Punktes P' 

a' x2 + a a' x 
x'---------------~-----c--~------------

(a -- a') x y + a' x + (a a' -- a) y -- a a' 
(3) 

.y" (4) 

Gesucht werden jetzt die singulären Punkte des ebenen Systems E', 
d. h. diejenigen Punkte P' (x',y'), bei welchen die Gleichungen (1) und (2) 
unbestimmt werden. Ein solcher Punkt wird der Punkt V bzw. U' sein, ferner 
noch ein neuerer Punkt auf der y-Achse. 
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Die singulären Punkte des ebenen System:;; E' sind demnach 

, [ , , ( , ax x T a 1) y' a'] = 0 

ay' [x' -i- (a - 1) y' - a ] = 0 

I ' )' , '(' ')' '0 \ a -- a x y T ax T aa - a J - aa = . 

,\\'ir nehmen nun den 
Fan 1. (Abszisse des Punkte::: T-) 

x' = 1. 

l)J' - (a' 1) = 0 

v' 1 oder y' = o. 

Im Sinne der dritten Gleichung ist 

" ')" 'I' ')' , [(' I') , , -,] 0 \a - H,Y T a ~ ,aa - a J - aa = 0 ,a - ,J - 0 T _ = , 

chraus 

x" = 1 und y' 1. 

Fall H. (hinsichtlich des Punktes U') 

y' = O. 

Im Sinne der ersten und dritten Gleichung von (5) ist 

daraus folgt 

Es ist also 

x'(x' - 0') = 0 

ax' - ao' = a(x' 

, , 
x = a. 

a') = 0, 

x' = 0' und y' = o. 
Fall IH. (hinsichtlich der y-Achse) 

x' = O. 

y'[(a - 1)/ - 0] = 0 

(a - 1 )y' - 0 = 0, 

(5} 

(6) 
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daraus folgt 

y' 
a 

a-l 

Es ist also 

x' = 0 und 
a 

(8) 
a 1 

Dieser singuläre Punkt ist auf der Abbildung durch JJ7' bezeichnet und 
liegt mit den Punkten U und F auf einer Geraden. Es gilt nämlich 

0 
a 

1 
" a-l (l- a 

---a o. 
1 1 1 ((. a-I 
a 0 1 

Auf Grund des Vorangehenden kann gesagt werden. daß in der mit den 
Formeln (1) und (2) ausgedrückten quadratischen Verwandtschaft den auf der 
x-Achse gelegenen Punkten diese selbstentsprechend sind, da laut (2) bei)-' 0, 
y 0 sich ergibt: (1) ge8taltet sich hingegen -WIe folgt: 

, x~ - ax 
x -------~~- = x . 

x-a 

Da die Verwandtschaft z,\ischen den zwei gegebenen Systemen m der 
Ebene quadrati8ch ist, entspricht einer beliebigen Geraden 

Ax -;- By -+ C = 0 (9) 

des ebenen Systems E in der Ebene des Systems X;' ein Kegelschnitt. Setzt 
man die -Werte für x' und :'1' aus den Gleichungen (1) und (2) in die Gleichung 
dieser Geraden ein und multipliziert man mit dem ~enner, gelangt mau zum 
Kegelschnitt 

A[ax'2 + (aa' - a)x'y' aa'x'] B[a'x'y' (
' ') 10) I "] aa - a y - - aa)" 

C[( , )'" "(' )' '1 0 a - a x y --r- ax -;- aa - a y - ao. _ = . 

Geordnet 

Aax'2 + [A(aa' - a) Ba' C(a' a) ]x'y' B( I I' /0) aa - a )y-

(-Aaa' C ') , ' [ B " C·i' ')]' C' 0 a x --r- - aa"T "aa - a y _. aa = . (10) 
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Dieser Kegelschnitt geht durch die drei singulären Punkte. Diese drei 
Hauptpunkte entsprechen den Punkten der Geraden unter (9), in denen jene 
Gerade die Hauptgeraden schneidet. 

3. Die:;:e quadratische Verwandtschaft läßt sich auch aus zwei Polar­
verwandtschaften ableiten 

(11) 
dabei ist 

., 
/3 

c3 • (12} 

Die Gleichungen (11) ordnen jedem Punkt P(x,y) des ebenen Systems ;:: 
je eine Gerade zu. Der Schnittpunkt der beiden Geraden j:;:t der Punkt P'(x',y'), 
der auf Grund der quadratischen Verwandtschaft zu dem Punkt P(x,y) gehört. 
Der Naclrwei:;: hiefür "ird folgendermaßen erbracht: 
Aus (11) folgt 

Das stimmt mit unserer quadratischen Verwandtschaft überein, wenn 

L ~,r L ~I ' 0 , ( , 
2" H 3 - 3il 2 = a x- -;- aa a')xy - aa'x 

a')xy -+- a'x (aa' - a)y - aa'. (13 ) 

Nach Berechnung der Determinanten auf der linken Seite (12) und Gleich­
setzung der entsprechenden Koeffizienten in lll18eren Gleichungen erhalten ,\ir 
die Gleichungen 

a2A 3 - u3 A 2 = a' 

a2B3 ß3 A 2 = aa' - a' 

a3C2 - f'2A3 = aa' 
ß3C2 - 'hB3 = 0 

(I) 

/33B I - ß1B3 = aa' - a 
u 3B I - ßI A 3 = a 

a3CI - ·hA3 = 0 
ß3CI flB3 = -aa' 

(II) 

i'2CI - hC2 aa' 
ßI A 2 a2B I = a - a' 

;'IA2 - a2CI = a' (14) 
ßIC2 - f2BI = aa' - a. 

(III) 

Daraus kann man die in (11) vorkommenden Koeffizienten al' ßI , •.. , ;"3 

und Al' BI' ... , e3 ausrechnen. 
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Es ergibt: 

a - aa' 
B1 =----

1 

a a' 

o 

t -- (1' 1 

a' 

)'1 = 1 

, , 
aa - a 

A 2 =----

o 

a-l 

a 

=0 

a a' 

o 

o 

- 1 

- I 

0, 

149 

(15) 

wo t ein frei wählbarer Parameter ist. Nach alle dem läßt sich un;;ere quadrati­
sche Verwandtschaft mittels z·weier reziproker Beziehungen auf unendlich viele 
Arten herstellen. ::\Iit anderen Worten: durch Zuordnung des Schnittpunktes 
der bei den Geraden, die dem Punkt P' entsprechen. 

Die Polarbeziehungen unter (ll) sind 

[(a' 1 - l)ay - aa']x' -'- [(I a l)a'x - aa't]y' (x Iy)aa' = ° 
[(a - aa')y aa']x' - [(aa' a')x ]y' , 

aa x 0. (16) 

Die erste dieser Gleichungen enthält t. die zweite hingegen ist eine ,"om 
Parameter t unabhängige Gleichung, in welcher die dem Punkte P'(x',y') zuge­
ordnete Gerade eben die Gerade ! VP' i ist, die im Sinne der Konstruktion 
auch den Punkt P enthalten muß. Die erste Gleichung drückt die in der rezipro­
ken Verwandtschaft zum Punkte P'(x',y') Gerade aui'. 

4. Entsprechende Gerade und Strahlenbüschel. 5 Wir haben gesehen, daß 
in dieser Verwandtschaft einer beliebigen Geraden im anderen System ein Kegel­
schnitt entspricht, der um das Hauptdreieck des eigenen Systems ge8chrieben 
ist. Untersucht man die Kegelschnitte, die sämtlichen Geraden des einen Systems 
entsprechen, findet man, daß sie im anderen System ein Netz von Kegelschnitten 
abgeben. Dieses Netz besitzt drei einfache Hauptpunkte, die ja eben die Haupt­
punkte des Systems sind. Diese Hauptpunkte genügen zur Bestimmung des 
Systems der Cz zweifach unendlich viel Kurven. Denn jeder Punkt, z. B. Punkt A 
·weist in dem Netz auf einen Kegeh'chnittbüschcL der dem Strahlenbüschel im 
Punkt A' (Gegenbild des Punktes im System E') entspricht. Zwei Punkte, 
z. B. A und B lassen aus dem Netz einen Kegelschnitt herausgreifen, der der 
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Geraden A' B' • im System E' zugeordnet ist. Diese Gerade ist dann die gemein­
sameGerade der Strahlenbüschel 'A: und : B " Der entsprechende Kegel­
schnitt ist somit gemeinsames Glied der Kegelschnittbüschel, die durch die 
Punkte A bzw. B aus dem Netz herausgegriffen "werden. JEt anderen \Vorten : 
die zwei Kegelschnittbüschel des ~etzes haben einen Kegelschnitt gemein, 
der der Verbindungsgerade A' B' entspricht, die die Punkte miteinander 
verbindet, welche den Bestimmungspunkten A und B der beiden Kegebchnitt­
büschel zugeordnet sind. Diese beiden Netze von Kegelschnitten nennen wir 
llOmaloide Kegelschnittnetze, weil jeder ihrer Büschel nur einen veränderlichen 
Fundamentalpunkt besitzt. 

Ahnlicherweise entsprechen den Geraden der Ebene E in der Ebene E' 
Kegelschnitte, die ehenfalls ein ::\etz von homaloiden Kegelsclmittell bilden. 

/. 

---
i, 

~:;-:-:-:.----
-----=--

Abb . . J 

5. Eigenschaften von Hauptpunkten. 5 Von der Eindeutigkeit der festge­
stellten Punktverwandtschaft lassen "wir im Falle der Hauptpunkte eine AU5-

nahme geltel1. Jedem Hauptpunkt entspricht nämlich in der anderen Ehene 
nicht nur ein Punkt, sondern sämtliche Punkte einer Geraden. Das ist die 
Hauptgerade. In der Tat, wenn ein Punkt einen Kegelschnitt durchläuft, dann 
durchläuft der zugf>ordnete Punkt in der anderen Ebene die dem Kegelschnitt 
entsprechende Gerade. Da dieser Kegehchnitt durch einen Hauptpunkt nur 
einmal hindurchgeht, kann ihm auf der Geraden auch ein Punkt entsprechen. 
Doch ist der Hauptpunkt auf jedem Kegelschnitt des ::\etze" ein einfacher 
Punkt, deshalb enthält jede Gerade der anderen Ebcne einen dem Haupt­
punkte entsprechenden Punkt, was nun bedeutet, daß jene Punkte in diesem 
Fall eine Kurve erster Ordnung, d. h. eine Gerade ergebelL die eben die zuge­
ordnete Hauptgerade des Hauptpunktes j,;:t. 

Soll nun eine Gerade Zn der Ehene E durch den einen Hauptpunkt (U) 
durchgehen, so wird der Kegelschnitt (l~2), der dieser Geraden in der Ebene E' 
zugeordnet ist - und einen der Kegelschnitte im homaloiden KUlTennetz 
bildet - in Teile zerfallen. Der eine Teil wird die Hauptgerade u' sein, die dem 
Hauptpunkt U entspricht, der andere Teil hingegen eine Kurw 1~2-1 Ordnung. 

d. h. eine Gerade, die jetzt der eigentliche entsprechende Kegehchnitt von Zn 
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ist, da SIe au;:: entsprechenden Punkten des sich auf der Geraden Zn entlang­
be'wegendell Punkte::: besteht (Abh. 5). Dieser Punkt überschreitet während seines 
Weges auf d=r Geraden ZI1 auch den Hauptpunkt U. ,ViI' mÜSSEn also infolge 
der Stetigkeit auch auf der Geraden 1;12-

1 einen dementsprechenden Punkt 
bekommen; andererseits liegt dieser Punkt aber auch auf der Hauptgel'aden u'. 
Er ist also ein Doppelpunkt des yollständigen Kegelschnittes: der Kurye 
c2 = '~U;1;12-1 . :\Lm lasse die Gerade 111 um den Hauptpunkt U eine Drehung 

machen, dann 'wird dieser Doppelpunkt die Gerade u' entlanglaufen, '\-'as dayon 
zeugt, daß einem um einen Hauptpunkt befindlichen Strahlenbüschel ebenfalls 
ein Büschel - ein Büschel um einen Hauptpunkt entspricht. 

6. Entsprechende ElIn'en. Einer I\:.urve eil n-ter Ordnung in einem ebenen 
System 2:, die durch keinen Hauptpunkt der Ebene geht, entspricht im System 
3:'. v,ie bekannt. eine Kurye C"11 2n-ter Ordnung. der die Htmptpullkte des 

ebenen Systems 3:' n-fache Punkte abgehen. 
Nehmen wir in der Ehene ~/ eine beliebige Gerade :r'. die den Haupt­

punkt [j' tritTt und zählen wir ab, wieYiele yon den 2n Schnittpunkten der 
~ I ' . .?,,, ß 1 11 1 P' ~" l' Gerae en x nut e~' au, erlla .) (es l!nKte~ lIegen. 

Jedem Punkt in allgemeiner Lage, der auf der Ebene liegt. entspricht 
.in <leI' quadrati~ehell Yennmcltsehaft in der anderen Ebene ebenfal!;; ein Punkt 
in allgemeiner Lage. Das im [' entsprechende Element der in [" aufge­
nommenen Geraden x' ist die Gerade x. Sie ~chneidet die Kur;:e c" in n Punkten 
yon allgemeiner Lagt'. 

. - 2n l .... ~ / • • 

DIe h.urve c Wird SOlUlt auch aui der Geraden x Ti Punkte In allgememer 
Lage besitzen. Da hat aber x' mit der Kurve noch 11 Schnittpunkte. die jetzt 
in den Punkt [7' fallell. Dieser Punkt ist ein n-faehei" Puukt der KUlTe ('"11'. 

Es sei jetzt t' die Tangente der Kurye e"lV. in ihrem Hauptpunkte e/. 
(71 ~ 1) yon den 2n Schnittpunkten t'-~ mit der Kurye /w treffen [". In I.: 
durchläuft die entsprechende Gerade elen Hauptpunkt F und kann die Kun'e 
e" lnH in (n - 1) allgemeinen Punkten ::,chneiden. Im Sinne 1.1115e1'e1' Bedingung 
geht aher eil dureh U nicht hindurch. So folgt daraus, daß ein Schnittpunkt 
der Kurye er! mit der durch [' gehenden Geraden t exi"ticren muß, der nicht 
von allgemeiner Lage ist, Die Gerade t geht also durch den Punkt, der der 
Schnittpunkt der Kurve el1 mit der dem Hauptpunkt C' entsprechenden und 
dem Hauptpunkt U gegenüherliegenden Hauptgeraden : VJV' ist. 

Demnach entspricht einer Kurye n-ter Ordnung, die durch keinen Haupt­
punkt der Ebene durchgehL in der anderen Ebene eine 1(urye 211-ter Ordnung, 
hinsichtlich der die Hauptpunkte n-fache Punkte sind. Die Tangente in diesem 
n-fachen Punkte entspxicht - auf Grund der projektiven Yerwancltschaft der 
Bü::;chel - jenem Strahl, der aus dem homologen Hauptpunkt ausgehend den 
Schnittpunkt der gegenühel'liegfOuden Hauptgerade und der Kurye trifft. 

Wenn die Kurve n-ter Ordnung die Hauptpunkte durchläuft, und zwar 
den Hauptpunkt F Tl-mal, den Hauptpunkt V r2-mal und den Hauptpunkt Jl7 



L. .1fITSL.{S 

T3-mal, dann "ird die entsprechende Kurve 21l-ter Ordnung au;:einanderfallen 
müssen, wobei die Hauptgerade V'W': Tl-mal, die Hauptgerade ! W'F' i 
T2-mal und die Hauptgerade i F'V' T3-mal zählt. Der verbleibende eigentliche 
Kurvenre;:t ist von der Ordnung 

durcbläuft die Hauptpunkte, und zwar 

den Hauptpunkt [7' 11 - (T2 j T3)-mal. 
den Hauptpunkt V' n - (T3 T1)-mal und 
den Hauptpunkt W' 1l (Tl j Tz)-mal. 

- Entsprechende unendlich ferne Punkte. Suchen wir die unendlich fernen 
Punkte der behandelten quadratischen Yerwandtschaften. Die unendlich fernen 
Punkte eines ebcnen Sy"tems ~ ordnen sich alle auf einer Geraden q= an, die 
zugeordneten Punkte in ~' befinden sich auf einem bestimmten Kegelschnitt 
q'z. (Diesel' Kegelschnitt ist ein Element des d11l'ch drei Hauptpunkte definier­
ten ::\"etze8.) In ähnlicher \,\ceii'e werden sich die entsprechenden Elemente der 
unendlich fernen Punkte des ebenen Svstems~' die alle auf einer Geraden 
T' ce ruhen - in ~ anf einem Kegelschnitt TZ zusammenfinden, der ein umschrie­
bener Kegelschnitt des Hauptdreiecb \"on ~ ist. Den unendlich fernen Punkten 
von TZ in ~, den Schnittpunkten yon rZ und qc,c entsprechen in ~' die unendlich 
fernen Punkte des Kegelschnitts q'2. d. h. die Schnittpunkte von q'2 und r' =. 

8. Spedelle Punkte der Fenrandtsclwft. Die zwci gegebenen Felder mögen 
in bei den Fällen ein yereinigtes ebenes SY8tem :,ein. Ein beliebiger Punkt ist 
nun beiden Systemem hinzuzählbar : bezeichnen wir ihn durch P Q'. Die ent­
sprechenden Elemente sind P' und Q. Damit stehen wir yor folgenden Aufgahen : 

a) Gesucht werden die Punkte der Verwandtschaft, die mit ihren ent-
sprechenden Punkten zu;,ammenfallen, d. h. die Punkte P P' (Koinzidenz-
punkte = zusammenfallende Punkte)!; 

b) Gesucht werden jene Punkte der Yerwandtschaft, deren Punkte in 
beiderlei Sinn entsprechend zusammenfallen, d. h. wo dem Punkt P == Q' 
sowohl im einen als auch im anderen Sinne der Punkt P' = Q zugewiesen ist. 
(Involutorische, d. h. yertauschhare Punkte.)' 

a) Koin::;iden::;pzwkte. In der quadrati:;;chen VerwandtEchaft der vereinig­
ten ebenen Systeme werden auf dem einen reellen homologen Hauptpunkte­
paar, z. B. auf U und U' projektiye Strahlenhüschel aufgenommen. Da:;; ETzeug­
ni8 dieser Büschel ist ein Kegelschnitt k1, der die Punkte U und U' durchläuft. 
Verbindet man nun einen ;:elbstentEpTechenden Punkt (P == P') der Ebene 
mit den Trägern U und U' des Bü;;:chels, erhält man ein entsprechendes Paar 
der gewähnten projektiven StrahlenbüEchel. Daraus läßt Eich feststellen, daß 
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sieh die eventuellen Koinzidenzpunkte nur auf dem Kegelschnitt k1 befinden 
können. Nimmt man auch in einem anderen reellen homologen Hauptpunkte­
paar, z. B. in Wund W-' projektive Büschel auf, so findet man als deren Erzeug­
nis einen Kegelschnitt k2, der gleichfalls die selbstentsprechenden Punkte 
enthält. Die vier Schnittpunkte der zwei Kegelschnitte k1 und k 2 ergeben die 
VIer Koinzidenzpunkte der quadratischen Verwandtschaft. 

Im Falle der quadratischen Ver','andtschaft unter lI/l. gilt nicht nur 
i U i u' [, sondern auch U /c, U'. Das Erzeugnis, nämlich der Kegel-
schnitt k1 zerfällt dann in zwei Gerade: 

x - UU' und s = y = WW'. 

Diese besondere quadratii'che Verwandt"chaft h2.t aha nicht ,-ier, sondern 
doppelt unendlich viel Koinzidenzpunkte, d. h. die Punkte der Geraden s 

= .Y = 'WW' und x U[? 
:Man gelangt zum gleichen Ergebnis, wenn man in den Gleichungen die 

dcn selbstentsprechenden Werten zugehörenden Punkte, d. h. die Punkte 
die aus 

x' = x und y' = y 

folgen, berechnet. Es ergibt 

die Gerade s y = Tl7 Tf'" x = a und 

die Gerade x u U' 0, 

welche die doppelt unendlich ,-ielen Koinzidenzpunkte der ebenen quadrati­
schen Verwandtschaft lIil. ergeben. 

b) Das inrolutorische Punktpaar. U und U' sind ein homologes Haupt­
punktpaar der reellen Hauptdreiecke in der vereinigten ebenen quadratischen 
Verwandtschaft (1/1.). Nehmen wir wieder die darauf befindlichen projektiven 
Strahlenbüschel 

U [7 i 

Einer Geraden g ,;on U entspricht in U" die Gerade g'. Rechnen wir nun 
die Gerade g dem ~' zu und bezeichnen wir sie mit h', :;0 entspricht ihr in E 
ein Kegelschnitt 112 • Die Gerade g möge nun den Büschel U, g' den Stra'hlen­
büschel : U' !: der Kegelschnitt h2 wird dann ein BÜi'chel von Kegelschnitten 
beschreiben, dessen Fundamentalpunkte 

U, V, W und X 

sind, wobei Punkt X dem Punkte U entspricht, wenn man den als Punkt X' 

5* 
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dem I:;' hinzuzählt. Das Strahlenbüschel g' i und da;; Kegelschnittbüschel (h2) 

sind projektiv, ihr Erzeugnis wird demzufolge eine KUl'"'<;e dritter Ordnung 
sein, die durch die Punkte U. V, W, X und U' durchgeht (Abb. 6). 

~lal1 kann ähnlicherweise auch U' als Ausgang nehmen. Die entspre­
chenden Gebilde der Strahlen U' r in beiden Ebenen fiibren dann ebenfalls 
zu einer Kurve dritter Ordnung, die durch die Punkte U', V', W-', Y' und U 
geht, wobei Y' dem Punkt U '= Y' ent5pricht. 

I 
( 2=2' 

'-..." = 

Abb. 6 

Untersuchen ,viI' jetzt die Schnittpunkte dieser zw.:i Kurven dritter 
Ordnung. Zu ihnen gehören jedenfalls U und [T'; aus der Erzeugung der beiden 
Kurven folgt ferner unmittelbar, daß die Kurven die vier Koinzidenzpunkte 
der Verwandtschaft hindurchlaufen. Schließlich nehmen ,\ir den Verbindung!';­
stTahl i U [T' I, als die GeTade l' 7/l. Ihr entspricht l' und m, deren Schnitt­
punkt (l'm) = Z auch von den beiden Kurven drittel' Ordnung durchlaufen 
wird. Sieben von den neun Schnittpunkten der zwei Kurven sind bekannt, 
so bleiben noch zwei ührig. Bezeichnen ,vir den einen von ihnen durch P Q'. 
Die zugeordneten Punkte P' bzw. Q sind dadurch gekennzeichnet, daß sie 
auf einem Strahl von ! U i bzw. ' [T' : liegen. Der gesuchte Punkt kann sich 
abeT auf dem Yerbindung5strahl • U [T' . nicht befinden. weil das der Punkt Z 
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war - deshalb muß e;;: notwendigermaßen P' == Q sein. Die letzten zwei Schnitt­
punkte der Kurye dritter Ordnung sind also ein involutorisches (zugleich auch 
das einzige involutorische) Punktpaar dieser quadratischen Verwandtschaft. 

Wir wollen jetzt noch auf analytischem Wege die involutorischen Punkt­
paare der im Vorhergehenden eingehend behandelten speziellen quadratischen 
Verwandtschaft in der Ebene (IIil.) be5timmen. 

Die Ausdrücke (3) und (4) seien kurz 

(17) 

ln dem Falle, 'wenn der o1ige Punkt \I-ieder als Punkt (x,y) gerechnet 
und die gleiche Ahbildung wie unter (3) und (4) dabei angewandt win}, gilt 

(18) 

Es sei 

P 

::\ach durchgeführter Rechnung ergibt sich 

P[(a a')xy -;- a' x ( ') ']" '3 -1 ' ' '''3 ,., ') '3)' 3 ' aa - a y - aa - = a x- ~ (;)aa - aa - - _a x y -;-

(3 0 ,0 ,,0 '" 4 ,n " '0· '3" 0 0 • a-a v - :w-a - - . ·aa " -;- :::aa - - a ' ) x-y- ,-

und 

Q[(a - a'p)' -;- a'x --'- (aa' - a)y - aa'P = (a 2a' - a'3)x3), 

(2a 2a'2 -!- aa'2 a3a' -;- a'3 - a3 - 3aa'3 - a2a')x2y 2 -;-

-+- (2a3a'2 - 2a2a'3 - 3a3a' aa'3 - aa'2 a3 T 2a2a'2)x)"3 
'3 --q , (6 '3 ,,0 '0 '0 '3 3 ' ') ') 0 a ;';- ~ aa - .:.a-a - - aa - - a - a a - a-a x-y 

+ (a3a'3 - 3a3a'2 -;- 3a3a' _ ( 3)y3 -1- (- 3aa'3)x2 

(2a3a'2 7 a2a'3 -1- 4a2a'2 -;- a3a/)xy (6a3a'2 - 3a3(!'3 - 3a3a')y2 

+ 3a2a 3 x -;- (3a3a'3 - 3a3a'2)y - a3a'3 x 
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als Resultat. Diesbezüglich ist 

. _ P [Ca - a'l x y -+- a' x-+- (a a' - a) y - a a'p 
x - .--. - . 

Q [Ca a') x y -+- a' x-+- (a a' - a) y - a a'p 

Der hieraus gewonnene Ausdruck 5. Ordnung 

K = (xQ - P) [Ca - a')xy -+- a'." (aa' - a)y - aa'J2 = 0 

ist durch ;l~Y teilbar: 

K 

xy 
'0) a - " ( ') ( 0 , x-y a - a a-a 3aa'2 - a2 - 2aa' - a'2) -+-

r "( .') (" 0) .'0 3 0) I' 10) ,- xy- a - a ",a-a - - a-a - aa -

3 '0 aa - aa.' + a:'2) -

( ')(4 ., 1'.) ".., I' t :'I 1'0) ') '"' I' - xy a - a 'a-a - - ",a-a ,- .:.aa - - a- - ",aa 

I ( ') (9 ., ,.,! 0) I' ,- X a - a _a-a - ,- a-a 3aa'2) 

r ( 1\ (4 0'0 3 0 , 10) ( ,- y a - a ) , a-a - - a-a - aa - - a a')2a2a'2 = o. 

Bezüglich der Involutionspunkte gilt (alternativ) 

x=o 
y=o 

<P(xy) = (aa' -+- a'2)x3 (a2a' -+- 3aa'2 - a2 - 2aa' - a'2)x2y -+-
aa')xy2 -

I'! 10))., aa ,- a - x--

- (4a2a'2 - 2a2a' + 2aa'2 - a2 - 2aa' - a'2)xy -

- (2a2a'2 - 3a2a' - aa'2 a2 aa')y2 -+- (2a2a'2 -+- a2a' 

-+- (4a2a'2 - 3a2a' - aa'2)y - 2a2a'2 = 0 

Das gleiche Verfahren bei (18) angewandt, erhält man 

R 
y= 

Q 

(19) 

wo R ein dem P entsprechender Ausdruck sein ·wird. Für die Involutionspunkte 
erhalten w1r ähnlicherweise (alternativ) 
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x=O 

r=O 
P(xy) = (aa' 

(2a2a'2 - 3a2a' - aa'2 a 2 I aa')y3 (aa' 10) 0 a - x--

(
'" .. I 6'" ') ')' I",» - ::'a"a aa - - a- - _aa - a - xy -

(6 ., 10) 6') I ') 19 ~ .') I ')., i ( .) , a-a - - a-a ... aa - -;- a- I aa y- I a-a 3aa'2)x 

(6 0 10 3 0 , '0) a-a - - a-a - aa - y (20) 

Von den erhaltenen Gleichungen ii,t <D(x,y) durch (x - 1) teilbar, P (x.y) 

hingegen durch (y - 1). Kach Durchführung dieser zwei Rechnungen kommt 
man zu gleichen Quotienten, und z'war zu den Kegelschnitten 

x-I y-l 
(21) 

Hinsichtlich der Involutionspunkte gelten auf Grund von (19) und (20) 
die Geraden 

(x = 1 ist dem P = 0 und x=O 

y=O y = 1 ist dem P = 0 nicht ent:;:prechend) ; 

sO'wohl der Kegelschnitt 

3
,., 0 aa - - a- 2aa' 

(2a2a'2 - 3a2a' aa'z + a2 + aa'b·2 - (a 2a' + 3aa'2)x -

- (4a2a'2 - 3a2a' - aa'2)y -'- 2aZa'2 = O. 

Die Determinante von diesem Kegelschnitt ist 

(2aa' + 2a'2) 

A = (a2a' +3aa'2 - a2 -
- 2aa' - a'2) 

( 
?, 3 ")' -a-a - aa-) 

(a 2a' 3aa'2 - a2 -

- 2aa' - a'Z) 

(-4a2a'2 + 3a2a' 

+ aa'2) 

Rechnet man in dieser Determinante, so entsteht die 

0 0 -1 
_' = a-a - a - a . 4 0 0( l' 0 0 -1 = O. 

-1 -1 4 

Form 

(22) 

(23) 
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4 ---;33 -

(2aa' --:- 2a'2) 

(a 2a' --'-- 3aa'~ 

-:- a"~) 

Das bedeutet 

.> a- 2aa' 

- .) " /.') Ja-a -;- aa -

- (a (24) 

A 0 und A 33 < o. 

Die Kurye 1: zerfällt a180 in zwei Gerade. Die Form die;:er bei den Geraden :3ei 

(Ax -;- By 2aa')(Cx D.v --;- aa') = O. (25) 

::\ach Durchführung der in (25) vorge:3chriebenen }Iultiplikation und 
Gleich3etzung die:3er Koeffizienten mit dem Koeffizienten der Gleichung (22) 

AC = aa' --:- a'2 

AD -;- CB = a2a' - 3aa'2 - a2 - 2aa' 

A -;- 2C -a - 3a' 

B -;.- 2D = -4I1a' --:- 3a -'- a'. 

Die Lösung ist 

A = a - a' 

B = - 2aa' --:- a --:- a' 

C= -a' 

D = -aa' a. 

Dt'r Kegelschnitt in (22) zerfällt so in z'wei Gerade: 

€l. •• (a a')x -'- (2aa' - a a')y - 2aa' = 0 

€2 • •• a'x -;.- (aa' a)y aa' = O. 

(26) 

(27) 

(28) 

Bezüglich der Inyolutiol18punkte unserer ebenen quaclratischell Ver­
'wandtschaft ergibt sich 

bei x = Ü '."=1 
a 
, 

2 aa' - a - (L' 

" y = 0 
2 a (L' 

x-
a , (L' 

" x = 1 y= 1· 
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{ür b!:'i ° 
a' 

e2 : x - v --
a' - 1 

y 
.- - ° x - a 

1 
a 

\' - " - , 
a 

Yon den z'wei erhaltenen Geraden ü:t e2 die Hauptgerade UlF; der 
I (1" 

Yerwandtschaft. Der Schnittpunkt \:,0, J = ]f" von eo mit der 'V-Ach~e 
a' - 1 - -

ist nämlich ein Hauptpunkt der YerwandtE'chaft, 'weil ~ich dieser Punkt auf 
der Geraden U' V befindet. 

° 
(1 

1 1 , (1 - 1 
a-l Cl 

~-"-------

1 1 1 a'- l ° 1 0 =0. 

a 
, 

0 1 1 ° 1 

Der Geraden e2 entspricht III (lIeser Verwandtschaft der Hauptpunkt V. 
Der geometrische Ort der Inyolutionspunktei:;:t folglich die Gerade e1 , deren 

2 a a' 
Schnittpunkt mit der x-Achse x = ---- dem Punkt ° bezüglich der Haupt-

a' a 
punkte U und U' harmonisch verwandt j:,:t. 

"-enn man auf der Geraden e1 einen beliebigen Punkt (P) aus'wählt, 
so ,\'ird diesem in tler Verwandt:::chaft - im Sinne einer Kom:truktion nach 
beiden Richtungen ein Punkt P' entsprechen, der mit den HFluptpunkten 
U und C' ZUEammell jenes Volh'iereck bilden "irel. deEsen zwei Diagonal­
punkte die auf der Geraden s (auf der y-Ach8e) gelegenen Punkte sind, der 

:2 a a' 
dritte (R) aber der auf der x-Achse liegende harmoni8che Punkt x = ----

- a -:- a' 
jst (Abb. 7). 

Auch bei die8er Komtruktion 8ind also die Punkte P und P' einander 
inyolutorisch zugeordnet. 

Die auf der Geraden e1 sitzenden Punktpaare pp' bilc:en eine Punkt-
') a a' ) 

involution. Eine ihrer Doppelpunkte i;;:t der Punkt R ( - . , ,0 der andere 
a a' 

der Schnittpunkt der Geraden e1 mit der Achse s: der Punkt 

s( 0, 1 
a -:- a' )., . '.~ ., , 

2aa -a-a~ 

" Im vorliegenden Falle zerfallen die heiden Kurven dritter Ordnung. die die Inyo]u­
tionspunkte abgeben. in je 3 Ger ade. Sie sirrd m3 = (x = 1. el und e2 ) so,';,ie n3 = (y = 1, 
el und e3). Die gemeinsamen Punkte dieser beiden Kurven von dritter Ordnung liefert die 
soeben gefundene Gerade el , auf weIcher sämtliche inyolntorische Punkte der Yerwandtschaft 
aufzufinden sind. 
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9. Die Erzellgllng einer Reziprozität allS einer qlladratischen Verwandt­
schaft. Es ist bekannt, daß die reziproke Zuordnung zweier ebener Systeme 
eine quadratische Verwandtschaft bestimmt. Aus den gegebenen quadrati­
schen Verwandtschaften (I/I. und II/I.) '''''ollen wir nun die zwei reziproken 
ebenen Systeme herstellen, die dieselben quadratischen Verwandtschaften 
bestimmen. 

Wir haben gesehen, daß man in den bei den gegebenen quadratischen 
Verwandtschaften die Hauptdreiecke bilden hat können. Die bei den reellen 
Hauptdreiecke seien nun 

UVW .. und U'V'W' L:.' 

ferner ein entsprechendes Punktpaar P und P' = (pi, p;). Die reziproke Ver­
wandtschaft r 1 ,.,.ird dann in beiden Fällen durch die folgenden Paare von 
Elementen begründet : 

U 
V'W' ! 

I 

v 
W"U' 

W 
U'TP ! 

P 
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Almlicherweise bekommen wir die reziproke Verwandtschaft r 2, in dieser 
ersetzen ,\ir den Strahl p~ durch den Strahl p;. In der mittels der reziproken 
Verwandtschaften r l und r 2 bestimmten quadratischen Verwandtschaft sind 
U und U', V und V' sowie Wund W' homologe Hauptpunkte, P, P' aber ein 
zugeordnetes Punktpaar. Folglich ist diese quadratische Verwandtschaft iden­
tisch mit der gegebenen. Die Projektivität zwischen den Strahlenbüscheln 

Abb. 8 

j U! und i U' I, I V: und ! V' \ und Wund W' i ist eindeutig definiert; 
so wird es uns möglich sein, in der quadratischen Verwandtschaft weitere 

entsprechende Punktpaare X und X' zu konstruieren. 
10. Eine Anwendung der quadratischen Verwandtschaft. \Vir stellten fest, 

daß die beiden ebeneIl. Systeme durch die quadratische Verwandtschaft auf­
einanderbezogen werden. Wenn nun für ein Gebilde des ebenen Systems E 
ein Gesetz erwiesen wird - wobei von keinerlei m etrischim Begriffen Gebrauch 
gemacht ,~ird -, so übergeht das Gebilde vermittels der quadratischen Ver­
wandtschaft in ein Gebilde des ebenen Systems E'. Dabei begründet das bereits 
festgestellte Gesetz hinsichtlich dieses neuen Gebildes ein entsprechendes neues 
Gesetz. Durch diese stetige und eindeutige Verwandtschaft ist es möglich, aus 
einem planimetrischen Satz neue Sätze herzuleiten, die 8chon tür Kurven 



höherer Ordnung Giiltigkeit haben. Planimetrisehe Aufgaben können aber 
auch so gelöst werden, daß man die Ebene quadratisch auf eine andere Ebene 
abbildet, in der die gestellte Aufgabe gelöst und dann die Lösung in die 
gegebene Ebene zurückgeführt wird. Ein Beispiel: 

Es ist Zll beweisen, daß die drei Spitzen tangen:en einer Klirre rierter 
Ordnllng immer durch einem Pllnkt gehen. 

::\ach dem bekannten Satz der projekth-en Geometrie: 5chneidcn sieh 
die so erhaltenen drei Geraden immer in einem Punkte, -wenn in einem um­
schriebenen Dreieek eines Kegehclmittes die Berührungspunkte der Dreieck­
seiten mit den gegenüberliegenden Spitzen verbunden werden. 

Legen 'wir flie gegebene Kurve vierter Ordnung in das ebene System ~' 
unserer ebenen quadratisehen Yen',-andtschafL :30 daß die drei Spitzeupunkte 
der Kurve vierter Ordnung die drei Hauptpunkte des ebenen Systems ~' 

deckeIl. Auf Grund der Verwandtschaft wird der Kurye vierter Ordnung in 
der Ebene ~ ein Kegelschnitt entsprechen, der die drei Hauptpunkte cles 
ebenen Systems E durchläuft. Das Hauptdreieck dieses Systems ist aber das 
um5chriebene Dreieck der Kurve c2, die der gegebenen Kurve c·F entspricht. 
Die Yerbindungsiinien zv\ischen den Berührungspunkten der Dreieckseitell 
aIE Kegelschnittangenten und der gegenüberliegenden Hauptpunkte (Spitzen) 
werden aIE entsprechende Elemente die Spitzelltangenten der Kun-e cl' be­
",itzen, die sieh aber wieder in einem Punkt sehneiden (s. Abb. 8). 

Zusammenfassung 

Kurze Übersicht über die allgemeine ebene quadratische Yerwandtschaft. 
Synthetische und analytische L ntersuchung einer speziellen ebenen quadratischen Ver­

wandtschaft. Herstellung der Verwandtschaft aus zwei Polaryerwandtschaften. Die entsprechen­
den Geraden und Büschel der Verwandtschaft. Eigenschaften der Hauptpunkte. Die entspre­
chenden Kuryen und die entsprechenden unendlich fernen Punkte. Besondere Punkte der Bezie­
hung: Koinzidenzpuukte und Inyolutionspunkte. Erzeugung einer Reziprozität aus der qua­
dratischen Vennmdtschaft. Eine Anwendung der quadratischen Verwandtschaft. 
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