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Einleitung

Es ist wohl bekannt, dafl man sehr starke Bedingungen iiber die struk-
turellen Eigenschaften der interpolierten Funktion fordern muBl, um die Kon-
vergenz der Folge der aequidistanten Lagrangeschen Interpolation (in den
Folgenden mit a. L. I. gekiirzt) zu sichern. Das berithmte Bernsteinsche
Gegenbeispiel [1] zeigt, daBl im Allgemeinen auch kein Lokalisationssatz (im
Riemannschen Sinne) bhei aequidistanter Grundpunkifolge (in den Folgen-
den : a. G. p. f.) gelten kann.

Die aequidistante Interpolationsfolgeist aber ein in der numerischen Praxis
sehr oft gebrauchtes Ndherungsverfahren und eben deswegen ist es wichtig,
daB wir untersuchen : welche Eigenschaften der Bernsteinschen Funktion die
Divergenzenscheinungen beim obenerwihnten Beispiel zustande kommen lassen.
Die Antwort werden wir durch einen positiven Satz ergeben. Wir werden
nidmlich beweisen, dafl ein Lokalisationssatz (im verallgemeinerten Sinne)
doch auch bei a. L. I. giiltig ist, welcher sich aber nicht auf Punkte, sondern
auf Intervalle bezieht, und zwar auf solche Intervalle — und das ist das Wesen
der obenerwihnten Antwort —, die das Zentrum des Grundintervalles als Halbie-
rungspunkt besitzen.

In dieser Arbeit betrachten wir die a. G. p. f. des Intervalles [—1, 1] :

G)
x{”):—1+~“—k, k:O,1,2¢...,n

n

in=1,2,... (0.1)

da der allgemeine Fall durch einelineare Transformation in den obigen speziel-
len Fall leicht iiberfithrbar ist. Die Grundfunktionen werden wir mit 5 (x)
bezeichnen :

’ oy, (x) , n

KD (x) = 3o, (%) = U (x— i) . (0.2)

oy, (xfcn)) x— xfcn)) k=0

Neben der Lehesgueschen Funkiion /,(x) des Verfahrens ist es zweckmiBig. -
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auch die #uBere und innere Lebesguesche Funktion AP(v; 8) AP(x; 6)
“(s. [2]) — in einer Form adaptiert zum Verfahren — einzufiihren :

L@= 3 1) ; (0.3)
k=0 .
AP )= N @) AP = X )5 90,
k:%x?\_’l):z Xi+0 k:’xf!x) <X+ 6
(0.4)

1. §. Einige Hilfssitze iiber die Lebesgueschen Funktionen.
Die unten folgenden Hilfssiitze geben das Wesentliche.
Hilfssatz 1.1. Es gilt bei a. G. p. f. folgende Abschitzung :

AD(x: )=0(n-¢Y; g=q(0: = )<1. (1.1)
Beweis : Es sei der (obere) Index n fixiert und bezeichnen wir den (untereli)

Index des ersten, bzw. letzten Grundpunktes, welcher noch in den Intervall
(—lxl—0: lai4 ) fallt, mit

Ftl=0rFm)-+1 bzw. % — 1 ==1¥*%(n) — 1; (1.2)
es sei weiter — ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, da alles symmetrisch
um das Zentrum liegt —

<0 A <<l s=5(n). (1.3)
So .
AD (x5 0) = @, (x)! - ~ b (1.4)
inT s = Wp ) e I ey .
k: 5:}_5** ®n (x/\' ) X XL

n
Fiir die Funktion @,(x)!= [/ |x —x{® kann man z B. durch Auf-
k=1

spaltung der Faktoren in zwei Mengen eine Abschitzung geben. Der ersten
Menge gehoren die Grundpunkte an, fiir welche lxﬁc") I < |r§”_)1§ . Zu die-
sen Punkten angehorige Faktoren werden vergréBert, falls x durch x§") ersetzt
wird, da nach (1.3) x < 0 ist. Bei der Rest-Menge werden wir die Faktoren
(es gibt aus solchen eine gerade Zahl) paaren, und zwar den zum Grund-
punktindex I*— p gehérigen mit dem zum Index I** p gehérigen. Die Fak-
torenpaare werden durch die Verkleinerung des | x | vergréBert, da die Summe
der Faktoren jedes Paares unverdndert bleibt, ihre Differenz aber kleiner
wird, weswegen ihr Produkt gréBer wird. Bei dieser Menge wird also x mit
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%V, ersetzt:

"o (x) ({Hn,,} {Ha ——2+,u)]}:

H=1

_ 217 (n—2s —1) - s+ WY (@m—s—1)!

nt +1

(L.5)

Die Summe in (1.4) wird so abgeschitzt : es gilt fiir alle in Frage kommenden k:

1
L (1.6)

PR

T ist leicht angebbar, und so
H 3 H
| Op (xk ) |

~ ) z\ n” (1.7)
v o) (1,) ) = l"s 20 k! (m— l‘) .
Es ist aber
n n (72 |
. R ‘"’ ) (1.8)
20kl (n—k)! 20k Kk

und
n

(”) = > @, (1.9)

A~ k l‘*

n
da nach (1.2) I* =n — [** ist; () monoton ist in k, weiter l*g—‘)— es

gelten also folgende Ungleichungen :

1* . nn

~ __,.__l_ﬂ__;, <ot {"} R . (L10)
isr o) (%) 2n.n ! % gn-1 (l*) (n — I*)!
Kol
A9 (e ) <i 2051 (n - 23—+ 1) §s+ 1)!(n— s"o— 1)';71'1 _
b ntF12n (k1) (n — 1¥) !
— 2 2D (n—s — 11
_4n—2s—1 (s lhl—s—DI (L.11)

5 n (1* — 1)1 (n— 1%

Wir miissen jetzt bedenken, dafl s>[* und so n—s—1<n—1[*
ist, also

A.}f”(x;é)<i- m—2s—1(s+1) .
) n
et N Ul o) W Ul ol Gl itV B
R—s)n—s+1)(n—s-+2)...(a—1I%)

(1.12)

5 Periodica Polytechuica M 173,
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Wir fithren die Bezeichnung s —I* 4 1 =0 ein. Es gilt also

zig)(x;6)<}—s-’ 2 j (L.13)
6 \n—1Ix

s 1)(s+1
(Il $ _)~(s + )— <s denn s< -g— und die Folge

auch, da
n

* *
A L (1.14)

n—s n—s-+1 n— I*

monoton zunehmend ist. Es gelten weiter auch die Abschitzungen :

2 2
wf o TlEgs+d -
**** == o< )
n—1 2 — % 11— 2= 1+ixi+0
n n
2 9 o
a:-'L ——(S—I*_1)>1(3 s:__.s._)i(ﬁll_(l_;xg)’ (1.16)
n 2 n 2 2

(1.17)
w. z. b, w,
Wir brauchen eine Abschéitzung von .19 auch im Falle § = 0.
Hilfssatz 1.2. Es gilt bei a. G.p.f. die Abschitzung:
) 1T+ 1+ x nl
AD(x;6=0 <4emm‘ BENE Sa P L Lt —L 1. 1.18)
! )= | 1— ) 2 x| 2] (

Beweis: Wir behalten die Bezeichnungen und die Voraussetzung x <0
des vorigen Hilfssatzes; wir kénnen daneben voraussetzen, dal}

W < x < Al (1.19)

ist, da beim Fall x = 2, die Gleichung (1.18) hzw. A@ (x,0) = 1 selbst-
verstdndlich ist. Die Abschitzungen folgen denselben Weg, wie frither, doch
— da wir fiir | wy(x)| eine schérfere brauchen — werden wir erstens das Inter-
vall [x;5 x 1] auf n gleiche Teile schneiden :

- _;<jx_<xs—§(w+1)~:2—~; 0<<w=wn)<n, (1.20}
n2 n2
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und die Faktoren x—x; {x—=x,.; — und darum auch |x—=x, ;|—
extra schitzen; zweitens miissen wir auch !l(?) (x)] extra abschitzen. Bei
diesem letzten beniitzen wir die Ungleichung

5_ I (x) <0, falls X <o < xeig < 0 (1.21)
X

welche — zusammen mit der trivialen Identitit: I‘D(x) = 1 — die Schitzung
I9@i<1:  x<r<rna (122)
mitzieht. (1.21) folgt leicht aus den Ungleichungen
L (x) < 0  L(xeq) <0 (1.23)

da M l('s’) (x) im Intervall [x,_;: x..1] pur eine Wurzel haben kann, was

wir schnell bei diesem Polynom (n — 1)-ten Grades nachzdhlen kénnen. Die
zweite Ungleichung in (1.23) ist trivial, die erste aber 1af3t sich folgenderweise
einsehen : ’

, 4
Oy (xs— )i > wa (s 1), falls x, <0 und O <9< < (1,24)

was man nach geeigneter Gruppierung der Faktoren — ebenso wie in (1.5) —
verifizieren kann. Dann aber

O =) ey 7) > I (x4 ) = Ol ) g (1.25)

1

oy, (x xg) - (”"/) ) o (3'5) ()

m L ) —
also “d’lm)(‘) X=X, ——hml (xs + 1) — IV (xs — )

<0, w.z.h.w, (1.26)
dx =0 2n

lwn (x); selbst laBt sich wie folgt abschitzen :

11 {Fy-+<w+1)32—]-[-2—(n~2s—i+.u)+

n
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w1

+ T_] . 2)

T Il |7 T |»

gn+1 n—2s—2 n—w s
— (n — w) g [r + - ]
y=0 n=0 |

s+l v ,n—w | 2”1u+1 w1
.Z—]ll(n——2s——2—}—2)7 - |gnnﬂ I;[“ y 4+ - n]
n—s w g+l s n—s +1
A R/ e} TP
H=5+1 1
s [ Vg | n—s .
da JT ‘1! - [r - wa ‘] und I[ o — 1(—] mit allen ihren Faktoren
p=1 | nj)i n fr=5--1 n;

wachsen, falls n verkleinert, und daneben

1 ].
- 1 1 s o 1 L) < 1. {1.28)
v —| <|1 4 — <{l+— v<_e-s
‘LII‘ n)\{ n)',l;[ll_n__}_ ‘ n) vI~[
"'n
Bei der Abschitzung von
IS Sl 1 | (1.29)
‘: h=‘71-—$' ‘wn(-'xk)l [ Tl 9

gebrauchen wir die — auch schon vorher beniitzte — Tatsache, daf} dier zweite
Summand sicher kleiner als der erste ist. Man beriicksichtigt auch die Un-

gleichungen
S S O RS B R B
X — X5 1 2 X — Xg_p 2 2 X — N5, qg 2
sonst aber ebenso verrichtend, wie frither, folgt die Ungleichung :
5—1 n
N 1 , <—7~17 cln(s+ 1) n . (1.31)
Do op(xr) x—ax 2 2n71(s — 1)l (n — s - 1)!

Wir brauchen aber eine schirfere Abschitzung und dazu mufi man beach-

ten, daf}
Voo —1
n ‘:( L e ~__; Gl (1.32)
s—2 s—1 n—s+2 s—l +ix
‘ :‘ ((—D6—2) _n H —* (1.33)
s—3] s—1/(n—s+2)(n—s-13) s—1/{14+ 0«

u.s. f.
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. I
( ) { Hl R (1.34)
S—4q s—1 1——-ix‘

also, falls [x | 740 ist:

s—1 1 n nh S 1 (1 — g\t

S e ST e 2 ) <

nn+1.('1+‘sx‘f~)
1——:x|

In S % (1.35)
2"(3—1)!(n—s-{~1)! 2\5:
und danach
AD (£ 0 o-o><1+4e(1+i”§)1nl“f%x_'. (1.36)
1—1x 2ix

Im Falle x = 0 ist die Abschitzung (1.31) in GréBenordnung nicht ver-
schirfbar.

‘Wenn man die Schitzung der ersten bzw. zweiten Summanden von (1.29)
zerlegt, kann der Hilfssatz folgende Form bekommen :

Hilfssatz 1.3. Es gelten die folgenden Abschéitzungen : -

a) Im Falle

_ , i 14—. . .
20 X () <Gl N ;l‘hf”(x)zosx;(—l—)
I:;xgl)Sx 2] x| "'?-\';fn)lng

n.
(1.37)

b) Im Falle

- , . 1 .
x>0 X P =0 (m); N @) =0, (1). (1.39)
ks A]n)<-—‘ i n k;xf{’)z.\'
Wir beachten, dafl — und es ist leicht einzusehen mit Hilfe des soge-
nannten Integralkriteriums — die Abschitzungen des Hilfssatzes 1.2 bzw. 1.3
in GroBenordnung nicht verschirfbar sind, diejenige des Hilfssatzes 1.1 kann

. 1 1
man doch mit einem Faktor —, falls x = 0, bzw. —, falls x 5~ 0 verbessern,
n n2

wenn man die bessere Abschiitzung von Lo, bzw, J——
o

in (1.11) beriick-

sichtigt :
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Hilfssatz 1.4. Es gilt

@ .- 1B e (1 )
A (0;5)=0(q);q=(———~)~;/1n" (%3 0) =0 (;ql};qx=

(1.39)

2. §. Die Lokalisationssitze bei a. L. I.

Dem Lokalisationssatz werden wir zwei verschiedenc Formen geben:
eine schwichere, die aker gut brauchbar und leicht iiberblickbar ist, und eine
schirfere. Es sei also f(x) eine in [—1, 1] definierte und beschrinkte Funktion
und g(x)€C [—1, 1] eine andere, zu welcher geordnete a. L. I.-Folge in [a, f] ¢
[—1, 1] gleichmifig nach g(x) konvergiert, genauer:

g(x) — L (x:9) <enl(x) =05 a2 < . (2.1)

und daneben

f(=) E‘g(x), falls —a < x< a, (2.2)

wo wir die zur g(x) geordnete a. L.I.-Folge mit L(? (x ; g) bezeichnet haben :

Lo(v:g)= g™ . ®(x): n=1,2,... 2.3)

(WA

k

I
o

(2.4/a) Es bezeichne weiter F bzw. G die Supremum von | f(x)| bzw. |g(x)]
in [—1, 1].

Satz 2.1. Wir beniitzen die obigen Bezeichnungen (unten (2.1)—(2.4/a)
und — falls [, f] ¢ (—a, @) ist — auch die folgende:

6:min{(a—:—a); (a—ﬁ)}; g=q(0; x )= ( 11#——95:—5 ' . (2.4

Wir beweisen die folgenden positiven Tatsac]:;en itber die zur f(x) geordnete
a. L. L.-Folge : :

a) falls [a, 8] ¢ (—a, a) ist, dann gilt in a <<x < f:

éﬂ@~L@@dhg%erG+m-ﬂ%~fL (2.5)
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b) falls @ < —a, bzw. f§ > a und die Differenz [f(x) — g(x)] in x = —a
bzw. x = a stetig ist, dann gilt noch

fl=a) — LR (—as f)] = 0(1) baw. |fla) —LP(as f)i=0(1); (2.6)

¢) fallsendlich — ohne Riicksicht auf g(x) — f(x) im Punktex = 0
(2.7/a) eine Dini-Lipschitzsche Bedingung erfiillt, dann gilt

F(0) — L0 f) | = 0(). 2.7)

Beweis : Die Langrangesche Interpolationsoperation ist linear, also

@) — L9 (5 )] < 1) — )| + g — LY (5 9+ (28)
+ LY (x5 f—g)l.

Hier ist nur die Abschitzung des dritten Summand nicht trivial: nach (2.2)
gilt aber :

LY (x5 f—g) = (.; ) — g )] 1 () (2.9)

ki, Y0 Pl

also im Falle a) )
LD (xsf—g) < (F 4 6G) AD (x5 9), (2.10)
da jetzx x€[—a 4 0; a — 6], und nach (2.4/a)

e —g@' D) < F+ 65 k=0,1,2,...n3n=1,2,... (211)

ist. In den anderen zwei Fillen miissen wir nur die Grenzpunkte beriicksichtigen,
denn — falls x ein innerer Punkt des in Frage kommenden Intervalles ist —
man das Intervall [ |x |; | x [] wie Intervall [¢, §] ansehen kann. Die Fille
a < —a, bzw. # > a sind ja in Hinsicht des Beweises equivalent, also beriick-
sichtigen wir den Fall, wenn ¢ <{ —a und f— g im Punkte x = —a stetig ist.
Aus dieser letzten Bedingung folgt, dafl es fur jedes ¢ >0 ein u = ufe) gibt,

so dal}
flx)—gx) <e, falis —a—pu<x<L—a,(@>0 (2.12)

da nach (2.2): f(—a)—g(~—a) = 0 ist. Wir beniitzen daneben Hilfssatz 1.3
und 1.4

{91 =q(s3 0) =(———1 i::#)LJ :
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) —Lf(—afi<{ 2 + (2 + 2)}fEr) —g6D)!

k

e Pl Pl
- El‘,{”(—~a)f£e[l+4e lta In ltea e
' l—a 2a
e 1
L(F+ G)loi_ ¢ +o H <12¢, w.z.b.w. (2.13)
n n,

Beim Beweis von (2.7) konnen wir das Resultat des Hilfssatzes 1.2 nur
teilweise beniitzen, teilweise miissen wir aber einige Abschitzungen aus ihm
weiterbauen. Wir bemerken vorerst, dass wir nur eine gerade Anzahl der Grund-
punkte zu bemerken miissen, da iibrigens x = 0 ein Grundpunkt ist. Es sei
also n=2m — 1. Jetzt gilt:

1 [@Em—1)Np

fop(0) = — - ; 2.14
on(0), 2m—1 (2m — 1)¥1 (2.14)
2s+1 . 142(s—1)
T s Ay = 0 bzw. 1, 2.15
SR T am—1 G o=0h (2.15)

und nach Bedingung (2.7/a)

Fl@mes) — F(0)] = [hl —1.—2-1"—_-—1—], falls — ¢ < mpao < £ < A (2.16)
2s+1 | 2
ist. Sodann
FO —LE©: )= N[ —fO]- 1 0) <
k=0
<{ 2 + 2 }fE®)—f0) ©,(0) - — --—— . (2.17)
= ; on ()|

Bei der Abschitzung des zweiten Summanden letzter Ungleichung kann man
(1.39) vom Hilfssatz 1.4 leicht beniitzen. Der erste Summand soll aber nach
(1.34) und (2.14) so abgeschitzt werden:

1

; LAY ¥ ¢ L N [
[ Wy (Ag))} " ;xﬁfn)i

NS — 1) j0n o)
_g_ngn)gé‘

<0()-2 '["j\lé‘] (e C@m—1p [2m —1)HP ‘
= " 21 2m —1)! 2m — 1)l
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1 2m—1, _, 2m—1 [(Em—D]Nj

: +il=o@ +o@) =
2m—1 2s+1 2s+1 | 2'm=1.(2m — 1)!
mi2) 1 om —1
SN @y ot . 2,18
g“; oe 2s-+1 " 2s -1 ( )

Bei der letzten Summe soll man einerseits von 0 bis {m 2 ] — M, (wo0 <p<1

R i m
beliebig ist) andererseits von [vm ‘-’] bis [7 = M zu addieren. Im ersten

Teil braucht man folgende Ungleichungen :

ot 2m L e 2m ol G0 (2.19)
2s4+1 = l Inm
2 m -+

2m — 1)
amyy a1y = G "L,,,i (2.20)

m!(m —1)!

endlich
S 2.21
- nm .

= 2s+1 ( )

wo C;(v); Co(v) u.s.f. von m unabhingige Groflen bedeuten. Im zweiten
Teil der Summe beniitzt man, daB

2m—1 1 1 1

It e T 25 e e 2.22
n- 2s-1*‘u '1 M, \Vm ( )
und
~ am 1y o @m—1)! 1 - 2m—1y (2.23)
=S ) & o mlm )
' om
' ~ @m — 1)! . 1 .
N 1y — — {2m—1Y | 2m-—1
st = 2V — ey < e
m—1 m
G =gy B D) eny L~

m+1)m+2 ~ " mAl m+2
m—2 m-—1

: 1
1 — < (?.mm—l) —-

(1+mi2){1+m3—1) (1+7;2L_J2’
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: 1 1
m-1y . (2m=1) : ’ - (2m .
m—q m—(q—1) m—1 m
m1—| - 1 m]—r ry—1 ey
—q p— E) - 9 n s {13
(1+-4 <(1—:-—-1—_—,,-) =[H1+—1~,) | <5

falls ¢ > M,].

Also es gilt:

SO — L 05 ) <o)+ o en = DU @ D! [G0)

22m-12m —1)! mlm—1! | lam

k4

Ca()lnm + i/’,‘; (%)_m } —0(1), (2.24)

und damit ist alles bewiesen, was behauptet war.

Um jetzt diesem Satze eine andere Form zu geben, brauchen wir einen
weiteren Hilfssatz. Es sei wieder f(x) eine in [—1, 1] definierte und beschrinkte
Funktion, {P,(x)} eine sie geeignet approximierende Polynomfolge, wo der
Index den Grad bezeichnet, und 4,(x) eine gerade monoton wachsende Funk-
tion von | x | bei fixierten n; eine monoton fallende Funktion von n bei fixier-
ten x, so daB

f(x) — Pn(x) ‘ < An(x) (2.25)

fir jedes n und —1 < x <1 gelte.
Hilfssatz 2.2. Die obigen Bezeichnungen beniitzend, konvergiert nach
f(z) die zur f(x) gehorige a. L.1.-Folge im Punkte x = Lz, falls

B b 2R N E e ]Q
An(x)gjo(l) rz{i:i [(11_+:z~) 1{J|-1:r<];1 (2.26)
lO(l).l[l—zz‘\l—{—;) (1—1’ [

Beweis : Wir werden wieder — ohne Beschrinkung der Allgemeinheit —
annehmen, daBl z < 0 ist. Es sei also

- 2.27
5 (2:27)
"Wir brauchen einige Abschitzungen iiber die GroBen (IP(z)]. Fir |IP(z)]

xs<z£xs+1; ].__<_S—:].£

n—}—l]
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hatten wir schon eine Abschitzung unter (1.22) ; wir geben auch fir 1, (® |
eine: um das zu erreichen, werden wir | 7, () | mit Iy 2 %1 —3) |
vergleichen, wo die letzte GréBe nach (1.22) kleiner als 1 ist. Da z und { =
= 2x,.1—2 zu x;_; symmetrisch liegen, sollen wir nur [w,(z)| und {o, (1)
miteinander vergleichen. Diese Produkte haben aber 2(s -+ 1) gleiche Faktcr:n.
Es gilt also:

If === I x—x []1

on(3), o oemaser redsh? o r=swr
©n (:) a [n[ r ;‘ — x; a InI Xgeg — Xy - n_jS]—_ ¥
r= 3542 =842 r=S5
2 2
(2——~s [2——~——(s-~1)l , ,
_n=s)m—s—1) Vo m JL " <4 (}“,;_ 20 (2.28)
s(s+—1) 2 2 1 — =
— s (s 1)
n n ’

falls schon n (uand damit auch s; z 3= = 1) genug grofl ist, und danach:

14 542 . 3
£1(2) <4[*1——-'——‘— :n>No(z ) 5. < 1. (2.29)

Wir geben jetzt die Abschétzung von | i (z)i, falis k <<s bzw. k > s 4 2
ist. Nach (1.27) bzw. nach (1.7) folgt, daf}

n 2n=1 1 slin—s)! 1
) (3 e D sl (n—s)! e e e T
O g e 09 e

ist. Da hier k und s Funktionen von n sind, werden wir diese Formel mit Hilfe

2
der Gréflen z und x = —1 - — k ausdriicken. Dazu beniitzen wir die wohl-
n

bekannte asymptotische Formel :

m+l mey o 9
Fim+1l)=m!=(m+1) 2-.¢ Y2z elzmin; 0 << O <1, (2.31)

Es gilt also, dafl ‘kg[-g“]; E#s; s—{—l]:
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S+4(n — i n—s+% -+
@ gz EENTEZSED — _p (B

(k + 1)+4n — &k + l)n—k+g~ k41

2 "Es
— S8 |n -
i — 1 \n—k+d [ — 1 \k—s o
(z;ﬁ;) wiﬂﬁ;» <Cy(lxls)z)) || 2—
n—k-41 E+1 2,
"
2————3—5 Lk 2-—%3 Flaet :E . .
Osc4<zx;;fz.i)-[ —z.
2_31(: 2 =
n / n
./1+1zi)‘” '1‘*]’61‘”‘3]-"; (2.32)
{1—rz1 14wl P o

Wir beniitzen jetzt wieder die Linearitit und die Polynomrekonstruk-
tionseigenschaft (ganz zum n-ten Grade) der Operation L( :

|f@) — LD (55 /) < | &) — Pula) | + LD (55 f—Pr) |5 (2.33)

L (25 f — Po) | = | DT[f(D) — Pu ()] 17 ()| <

s, 2l

<2 >+3 } FEP) — Po ) 1D () + S £ G10) — Po(af) |19 ) | <
k=0 S k=s

| 1—|=
—a2 (1 g|YE (1= %l el
,[1 2 (13| *[1 = ME. 2 2o (2.34)
1—a2 (12| BEE n
bzw.
1 2 (14fa])e (1= ja] 5]
- 1—22 [1t|z/y={1—]g|xIp
<0(1)~Cr-nl 4, w rlZ] ‘ j 2.
W+ confanti=) | =5 50 s
0
1
de<<0(L)+0(1)n(x"dx=0(1) (2.35)
]

w. Z. b.w.
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Satz 2.3. Es sei f(x) eine in [—1, 1] definierte und beschrénkte Funktion,
zu welcher man eine Polynomfolge { P, (x)} finden kann (Pp(x) ein Polynom
hichstens n-ten Grades ist), die wie folgt approximiert ({&,}— 0):

1__‘,,} (1+'x|] ]— (2.36)

a)if(x)——Pn(x);ésn;l;[l_x;

1—22 (142! 1—1=x]
, Jl1—a (1—] 15 x]) =i _
b1~ P )i S ena? | S5 (1+§z[, = ] oo e

Neben diesen Bedingungen konvergiert L& (x3 f) zu f(x) in [— :z,iz :

a) |f (%) — LiP (%o :f) | < Cg- (2.38)

1

b) 1f (o) — L (30 1 f) | < Cyen] %0 " +

— 2 e by ! 1Y 1l
e
1—22 {14121 1 —lxy|)
=+ \ bzw. (2.39)
n 1— ;101 bz i-\'ui)"g 1
Cll'an"‘i “1+13) | n

falls wso <:

Dieser Satz ist eine leichte Folge des Hilfssatzes 2.2 bzw. 1.4.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeitet wird bewiesen, dal auch fiir aequidistante Lagrangesche Interpolations-
folgen ein Lokalisationssatz giiltig ist, welcher aber nicht auf Punkte (d.h. nicht im Riemann-
schen Sinne) sondern auf Intervalle sich bezieht, und zwar auf solche Intervalle, die das Zentram
des Interpolationsintervalles als Halbierungspunkt besitzen.
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