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Abstract 

Regarding the cold forging dies having a polygon hole GS a problem of two-dimensional 
elasticity and solvillg the task with illuskhelishvili's method, the stress distrihntion of dies 
can be determillcd. The article prcsents the change of the permissible greate5t load of a die 
having a hexagon hole a5 a function of the outside diameters of the die and the corner radius 
of the hole. The obtained loadibilitv curns ,ue similar to that of dies having cvlindrical hole 
and by increasing the outside diameter tend for the limit value depcnding on thc corner radius 
asyrnptoticaly. 

Einleitung 

Der Fortschritt der Festigkeitsberechnung auf dem Gebiet der Fließ­
preß matrizen bcginnt mit der Entwickhmg der Rechenautomaten. Ein Jahr­
zehnt vorher konnte man nur die zylindrischen Matrizen nach den Lamr­
Gleichungen in der Ehene berechnen. Die berechneten Spannungswerte 
wurden in Ahhängigkeit von der relativen Druckraumhöhc korrigicrt [1]. 

Erst mit Hilfe numerischer Yerfahren (z. B. cl<'r Methode der finiten 
Elemente) wal' es möglich, den richtigen Spannungszustand zu berücksichti­
gen, und mit den berechncten Ergehnissen für die Dimensionierung dcr rota­
tionssymmetrischen Matrizen, Nomogramme zu entwickeln [2], [3]. 

Maximale Belastbarkeit bezogen auf CD: 
100'1, 48.2'1, 37.7'1, 

Abb. 1. Einfiuß der Geometrie der forll1gcbenden Werkzeugijffnung auf die Ralestbarkeit der 
Matrize [4] 
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Im Fall nicht rotationssymmetrischer Matrizen ist der Einfluß der Geo­
metrie der formgehenden Werkzeugöffnung auf die Belastbarkeit der Matrize 
nach [4] bekannt (Abh. 1). 

Für diesen Fall kann man selbst in der Ebene die exakte Lösung der 
Elastizitätsgleichungen nicht angehen. Für die Dimcnsionierung der nicht 
rotationssymmetrischen Matrizen wurde eine Näherungsmethode in [5] vor­
geschlagen. Diese Methode gründet sich aher auch auf die Lame-Gleichungen, 
und man kann deshalb die Spannungsverläufe nicht herücksichtigen. 

Das Verfahren der finiten Elemente liefert in diesem Fall die hesten 
Ergebnisse. Aber diese Methode braucht ein gut ent,\·ickeltes Computer­
programm und einen ziemlich leistungsfähigen Co mputer mit großer Speicher­
kapazität. 

In diesem Artikel v;ird eine andere ::\ähenmgsmcthodc der Elastizitäts­
gleichungen in der Ebene vOTgeschlagen. Diesc Lösung (nach der Methode von 
Muskhelishvili [6]) benützt die komplexen Potentialfunktionen für die Berech­
nung der Spannungen auf elen Rändern und in inneren Punkten der iVIatrize. 
Durch konforme Abhildung ist es auch möglich, das Berechnungsvcrfahren zu 
verallgemeinern. 

In dem man das Kriterium von Mohr mit Begrenzung der maßgebenden 
Spannung auf der inneren KontouT durch die zulässige Belastung des \Verk­
stoffes benutzt, hat man als Beispiel ein Diagramm entwickelt, um eine Matrize 
mit bekannter hexagonaler \Verkzeugöffnung in Abhängigkeit vom Kriim­
mungsradius und von innerer und äußercr Belastung zn dimensionieren. 

Definition der Randhedingnngen eines zweifach zusammenhängenden 
endlichen Gebiets in der Ehene 

Man betrachtet den Querschnitt einer Matrize als ein zweifach zusammen­
hängendes endliches Gebiet S in der Ebene (Abb. 2). 

Nehmen wir an, daß eine Funktion z = wG) existiert, mit der man das 
Ringgehiet !h < < 1 auf das Gehiet S abbilden kann und daß die Belas­
tungen X n und Y ll auf den Randen LI und L 2 hekannt sind. 

Nach U godeikov [7] haben die Gleichungen der Randbedingungen die 
Form: 

(1)( Vi;) -:-'(-) 1 -(-) +' ( ) 
_(_) lp Vk Tlf! VI: =Jk d k 
(J)' VI: 

Tz = 1,2 (1) 

wo V/c der komplexe Positionsvektor auf den Randen 1'1 und 1'2; VI = (heiB 
Ie . 

Vz = eIst. 
In der Gleichung (1) bedeuten r(vi;) und P(v,J die komplexen Potentiale 

auf dem Rand 'ho Diese Funktionen sind als Laurent-Reihen gegeben: 

(2) 
n=-= n=-CQ 
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Ebene z Ebene ~ 

_-lbb. 2. Geometrische Dar:'tellung: der ycrwendeten Begriffe 

w( v,,) bedeutet die konforme Ahhildullgsfunktion auf;'1 und y"" Im allgemeinen 
hat man: 

;;E (3) 
I1=-= 

f,,(v,J hedeutet die Belastungen auf elen Randen )'1 und 1'": 

f,Jv,J 00'= i J (Xn + iYn)ds l,~ = 1, :2 
i'l: 

Diese Ausdrücke sind auch durch ihre Laurent-HC'ihe gegehen: 

11(V1) = ;;E B nG1!1; (5) 
!1-~-= 

Die Lösung yon Muskhe1ishviIi besteht darin, daß man heide Seiten der 
Gleichung(l) mit dem folgenden Ausdruck (Operator von lVIuskhelishvili) 

_1_ " _dv" 

2:ri v" - ; 
multipliziert, um Caushy'sche Integrale zu hekommf'n" Diese Cauchy'schcn 
Integrale lassen sich auf dem Rand i',/k = 1,2) einfach integrieren: 

auf: _ (er) (0 ( ~I l-,(,~) --'- 1 (I:) _ f (}I) 
T; OJ' (;) T '0 I 11 - -. 1 ; J 

(6) 

auf: 
(

1\ w(~) 
rp ; J + OJ'(~) rp'(;) + 1fJm = 12 ({l (7) 
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So hat man zwei Gleichungen zu lösen, in denen die komplexen Potentialfunk­
tionen q;(~) und lp(O unbekannt sind. Indem man die Differenz (6)-(7) mit 
, . 1V'(~) multipliziert und lp(!:), Cf(~), w(;) durch ihre Laurent-Reihe ersetzt, 
bekommt man eine Gleichung, in der dic Koeffizienten der Cf(~) unhekannt sind. 
Wcnn man die Koeffizienten beider Seiten der Gleichung vergleicht, erhält 
man ein unendliches (v = - = ... =) lineares Glcichungssystem (8). 

11=-;:-..:::: n=-= 

y. (J B" O_~ln ~") nCn .==d -n ;.- n. (8) 
n=-cx;;; 

Nach der Bestimmung der komplexen Potclltialfunktion,'n kann man aus den 
folgenden Gleichungen dic Spannungen herechnen: 

1 
Re[G(;) - <pm] 

') 

wo die Ausdrücke der komplexen Spannungen sind: 

Numerische Anwendung der Methode von Muskhelishvili für 
eine Matrize mit hexagonaier Werkzeugöffnung 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Die im Kapitel 2 erkläre Berechnungsmcthode ist für alle Matrizen von 
allgemeiner \Verkzeugöffnung verwendhaI'. Bezüglich der numerischen An­
wcndunggiht es einen großen Unterschied z'wischen den Matrizen symmetrischer 
und nicht symmetrischer Werkzeugöffnungen. Wenn die \Verkzeugöffnung 
mindestens eine Symmetrieaxe hat, ,v-erden die Koeffizienten Cn der Abhil­
dungsfunktion reell hleiben und das numerische Verfahren wird sich verein­
fachen. 

Die Werkstücke des Fließpreßens sind meistens symmetrisch. Deswegen 
heschäftigen -wir uns in diesem lutikel nur mit den Matrizen, deren Werkzeug­
öffnung polygonal und symmetrisch sind. 
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Bestimmug der Ahhildungsfunktion 

Die konforme Ahhildungsfunktion ist im allgemeinen durch ihre Laurent 
Reihe gegeben (siehe Gleichung [3]). Im Fall einer hestimmten Matrize sind die 
Exponenten und die Koeffizienten zu herechnen. Außerdem ist es für die 
numerische Berechnung zweckmäßiger, statt einer unendlichen Laurent-Rcihe, 
ein mit dieser equivalentes Polynom zu benützen, weil im Fall symmetrischer 
\Verkzeugöffnungen nur hestimmte Koeffizienten existieren. Die anderen wer­
den vernachlässigt. 

Füf eine polygonale und syrumetTisehe Werkzeugöffnung hat man in 
[7] das folgende Polynom henutzt: 

( '"\ ~ C !-qk 1 
[J)n I,J =.,;;;;, q!<-;-lC, (14) 

k=O 

In dieser Formel bedeutet q die Zahl der Symmetrieachsen: q:2: 3. 
In der Formel (14) ist Cl gleich dem äußeren Radius der Matrize. Die 

anderen Koeffizienten der positiven Exponenten sind Null. Für die Koeffizien­
ten der negativen Exponenten verwendet man die folgende Formel [7]: 

mit: 

Xj; )"j 

Vj; 10 j 

m 

k=-I ... -3 

Gj=~(2j-I); j 
2qm 

1. .. m 

sind die Koordinaten der Punkte des inneren Randes, 
sind die Koordinaten der Punkte des äußeren Randes, 
die Zahl der herüeksichtigten Punkte. 

Den Ahhildungsradius (h kann man aus der Relation (17) herechnen: 

(15) 

(16) 

(17) 

Im Fall einer symmf'trischen Werkzeugöffnllng ist es möglich, nur ein Segment 
der Matrize zu herücksichtigen: Gj = O .. . ;r;/q (Ahh. 3). 

Bezüglich der Zahl der zu herücksichtigenden Punkte, wünscht man, daß 
Llej < ß gelte. Man hat auch heohachtet, daß durch die Vergrößerung der Zahl 
der Punkte die Qualität der Ahhildung nicht verhessert wird. 
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A 

Y 

D,/2 

Abb. 3. Das berücksichtigte Segment einer Jlutrize mit hexagonaler Werkzeugöffnung 

Im Zusammenhang mit der Qualität der Ahhildung, muß man darauf 
achten, daß die durch das Polynom (14) ahgehildeten Punkte mit den durch 
die unendliche Laurent-Rt'ihe abgehildeten Punkten nicht übereinstimmen, 
"weil: 

Re wr,(~) = Re (j)(~) aher Im W!l(~) ~ , Im w(C) 

Das bedeutet, daß die Punkte des (J)n (t;heiEJ) Polynoms sieh nicht auf dem 
Rand LI befinden (Ahh. 4). 

Mit Hilfe der Iteration der Koeffizienten Cqk+ l' die man am Anfang aus 
der Formel (15) bestimmt hat, kann man die Differenz L1 j zwischen den Punk­
ten pj der exakten Kontour und den Punkten PZj der ahgehildeten Kontour 

A 
Y 

/" 
/" 

~~--~~~~-----4~~~~~~LW~~ 
x 

Abb. 4. Bestimmung di's Fehlers der Abbildung 
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verringern. Man verwendet die Koeffizienten des Polynoms (14.), wenn L1j < e 
gilt. In diesem Artikel ist e = O,la. 

Außerdem muß man den Krümmungsgradius der ahgebildeten Kontour 
aueh kontrollieren: 

wo: 
-3 

3 

(,i;:j -i- "V:i)"?' 

~rz_,jizJ - )~z/i::j 

~ C ol! +1 (( k 
X: j = ~ ql;+lt!l' eos q' 

k 0 

-3 

Y:j 
"'" C oie ~- 1 . (( i , '.CI) ~ qk+lt!l' , 5m qn; T l)Oj 

!; 0 

Bestimmung der Integrale der inneren und äußeren Belastlmgen 

(18) 

(19) 

(20) 

Die Belastungen der Matrizen sind in die Gleichung (1), (6) und (7) durch 
die AU5drücke (4) und (5) eingegangen. Für die numeris ehe An'wendung der 
Methode von Muskhelishvili muß man erst den \'\Iert des Integrales (4) he­
rechnen, danach die Koeffizienten des anstelle der Laurent-Reihe (5) benutzten 
Polynoms, Durch Differentation des Integrales (4) findet man: 

F(a)da = i(XI] + iYTl)ds (21) 

Unter Verwendung der folgenden Gleichungen: 

dz = u/(a)da; ds 

kann man die Gleichung (21) in der Form: 

f '( ) - (X- I ''V) a -../ nTI.l.n co'(a') (22) 
(j 

schreiben. 
Weil es keine andere Belastung außer dem inneren und äußeren Druck 

der Matrize gibt, ist es möglich (X]1 + iY Tl) mit den Spannungen zu bestimmen. 
Im orthogonalen Koordinatensystem hat man: 

X "Y- ( .! Tl -r- I Tl = (je 
. ) i-
lToG e - (23) 

Indem man (23) in (22) einsetzt, bekommt man die Funktion der äußeren und 
inneren Belastung: 

k = 1,2 (24) 

Im Fall des Fließpreßens dreht sich das \Verkstück in der Matrize nicht, also 
hat man auf den Rändern Tee 0. Außerdem gibt es auf dem inneren Rand 
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nur den inneren Druck und auf dem äußeren nur den äußeren Druck. Deshalb 

folgt: 

Bestimmung der Koeffizienten (lei' komplexen Potentialfunktionen: 
cp( 0 und lp( 0 

(25) 

(26) 

Um die Koeffizienten der Funktion r( C) = ::E an~n zu bestimmen, ist das 
lineare Gleiehungssystem (8) zu lösen. 

Wenn die Matrize keine Belastung hat, gibt es auch keine Spannung, also 
ist K 1 = K 2 = O. 

Wir haben schon gezeigt, daß im Fall der l\Iatrizen mit symmetrischer 
Werkzeugöffnung die Koeffizienten der Abhildungsfunktion reell hleihen. 

Folglich ist an an = IY.n + ißn; I~n = O. 
Für die konforme Ahhilding henutzt man statt der unencUiehen Reihe ein 

Polynom der Form (H), dessen Indizes sind: n = qk + 1; k = 0 ... -3. 
In den Gleichungen (25) und (26) berechnen sich die Indizes der KoeffiziE'nten 
A und B auf die gleiche Weise: n = qk 1; k = O. .. 3. 

Schließlich kann man die Zahl der Gleichungen begrenzen und das lineare 
Gleichungssystem in der folgenden Form aufschreihen: 

-3 

-3 
::E a_,'+qk+1(1 - Qi(-V + qk + 1») (qh 
k=O 

-3 
, "'V a il _ Q21CQk 1»(V -'-I ql... T..,;;;;,; "+qk+1\ .• 

k=O 

~ (Aqk+1-V - Bqk+1_"eieqic+J-v»(qk + l)Cqk +1; 
k=O 

(27) 

v = -3q . . . 3q 

Die Lösung dieses endlichen Gleichungssystem konvergiert gegen dic Lösung 
des unendlichen (8), wenn der folgende Zusammenhang zwischen den Koeffi­
zienten der Ahbildungsfunktion besteht [7]: 

1 -3 

-.- :E i qk 
2"=0 

1 . (28) 

In unserem Fall sind 7 Gleichungen zu lösen, und nach der Lösung des Glei­
chungssystems hat man cp(~) in der folgenden Form: 

-3 
q:( C) = ~ GaH l~qk + 1 

k=O . 
(29) 
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Wenn (r(;) schon bekannt ist, kann man aus der Gleichung (6) oder (7) auch 
1((;) bestimmen: 

v'(C) 

(qk 
(30) 

Ergehnisse 

Für die numerische Am\'emlllng 'wurde ein Programm in Basic für einen 
64 kB Heimcomputer ent"wickelt. Mit Hilfe dieses Programms kann man der 
Spannungs'werte auf den Rande und in elen inneren Punkten der Matrize 
berechnen. 

In Abb. 5 haben wir die Ergehnisse mit den Spannungswerten verglichen, 
die man am Lehrstuhl für Ange'wandte Mechanik der T. U. Budapest mit Hilfe 
der Methode der finiten Elemente (Beschreibung siehe [8] und [9]) berech­
net hat. 

Der SpannungsYerlauf, elen man in Abh. 5 heobachtet, zeigt, daß einer­
seits die maximale Zugspannung auf dem inneren Rand an der Ecke auftritt und 
daß andererseits der SpannUllgsverlauf auf dem äußeren Rand praktisch 
konstant ist. Die relativen Spannungswerte stimmen mit den Ergebnisse der 
Methode der finiten Elemente sehr gut üherein. 

Unter Verwendung des Kriteriums von Mohr hat man ein Diagramm 
ent,vickelt (Ahb. 6), mit dem es möglich ist, die Matrize mit hexagonaler Werk­
zeugöffnung in Abhängigkeit vom Krümmungsraclius lmcl von der Belastung 
zu dimensionieren, wenn die Seite des Hexagons 7,5 mm und die zugclassene 

~ Muskhelishvili 
--FEM 

Abb. 5. Spannungsyedauf in ei!lCm Segment der 2\Iatrize 
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r, = 0.1 0.5 1 1.6 2.5 4 6 6.5 
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Abb. 6. Diarrramm zur Dimensiol1ierul1rr der .Matrizen mit hexarronaler \Verkzeurröffnull!r. 
~ Die Seite des Hexagon~s: a = 7,5 mm; 'huf = 1500 MPa ~ ~ 

Spannung des \Verkzeugmaterials 1500 MPa sind. Im Diagramm hat man die 
zylindrische Matrize mit Tl = 7,5 . V3/2 dargestellt. 

Im Diagramm kann man beobachten, daß - ähnlich zu zylindrischen 
Matrizen die Matrizen mit polygonalen Werkzeugöffnungen auch einen 
optimalen Durchmesser haben, dessen Vergrößerung keinen Nutzen bringt. 
Diese Eigenschaft der polygonalen Matrizen hictet die Möglichkeit dcr Opti­
mierung ihrer Festigkeitsberechnung [10]. 

Der Spannverlauf auf dem äußeren Rand (AbL. 5) zeigt, daß im Fall der 
vorgespannten Matrizen die Festigkeitsherechnung des Schrumpfringes ähnlich 
zu den zylindrischen Matrizen ist. 

Um die notwendige Deformation des Schrumpfl'inges zu bestimmen, muß 
man den Deformationszustand der polygonalen Matrize ähnlich wie ihren 
Spannungszustand untersuchen [7]. 
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