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Ahstract

Regarding the cold forging dies having a polygon hole as a problem of two-dimensional
elasticity and solving the task with Muskhelishvili’s method, the stress distribation of dies
can be determined. The article presents the change of the permissible greatest load of a die
having a hexagon hole as a function of the outside diameters of the die and the corner radius
cf the hole. The obtained loadibility curves are similar to that of dies kaving evlindrical hole
and by increasing the outside diameter tend for the limit value depending on the carner radius
asymptoticaly.

Einleitung

Der Fortschritt der Festigkeitsberechnung auf dem Gebiet der Flief3-
prefimatrizen beginnt mit der Entwicklung der Rechenautomaten. Ein Jahr-
zehnt vorher konnte man nur die zylindrischen Matrizen nach den Lamé-
Gleichungen in der Ebene berechnen. Die berechneten Spannungswerte
wurden in Abhingigkeit von der relativen Druckraumhéhe korrigiert [1].

Erst mit Hilfe numerischer Verfahren (z. B. der Methode der finiten
Elemente) war es mdglich, den richtigen Spannungszustand zu beriicksichti-
gen, und mit den berechneten Ergebnissen fiir die Dimensionierung der rota-
tionssymmetrischen Matrizen, Nomogramme zu entwickeln [2], [3].

Maximale Belastbarkeit bezogen auf @:
100°%, 48.2°1s 37.7°

Abb. 1. Einfiul} der Geometrie der formgebenden Werkzeugiffnung auf die Balestbarkeit der
Matrize [4]
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Im Fall nicht rotationssymmetrischer Matrizen ist der Einflufl der Geo-
metrie der formgehenden Werkzeugdfinung auf die Belastharkeit der Matrize
nach [4] bekannt (Abb. 1).

Fiir diesen Fall kann man selbst in der Ebene die exakte Lésung der
Elastizitdtsgleichungen nicht angeben. Fiir die Dimensionierung der nicht
rotationssvimmetrischen Matrizen wurde eine Niherungsmethode in [5] vor-
geschlagen. Diese Metkode gritndet sich aber auch auf die Lamé-Gleichungen,
und man kann deshalb die Spannungsverl'a’ufe nicht beriicksichtigen.

Das Verfahren der {initen Elemente liefert in diesem Fall die besten
Ergebnisse. Aber diese Methode braucht ein gut entwickeltes Computer-
programm und einen ziemlich leistungsfahigen Computer mit grofer Speicher-
kapazitit.

In diesem Artikel wird eine andere Niherungsmethode der Elastizitdts-
gleichungen in der Ebene vorgeschlagen. Diese Losung (nach der Methode von
Muskhelishvili [6]) beniitzt dic komplexen Potentialfunktionen fir die Berech-
nung der Spannungen auf den Réndern und in inneren Punkten der Matrize.
Durch konforme Abbildung ist es auch moglich, das Berechnungsverfahren zu
verallgemeinern.

In dem man das Kriterium von Mohr mit Begrenzung der maBlgebenden
Spannung auf der inneren Kontour durch die zuliissige Belastung des Werk-
stoffes benutzt, hat man als Beispiel ein Diagramm eatwickelt, um eine Matrize
mit bekannter hexagonaler Werkzeugtffoung in Abhingigkeit vom Kriim-
mungsradins und von innerer und duBlerer Belastung zu dimensionieren.

Definition der Randhedinzungen eines zweifach zusammenhiingenden
tl bl to]

endiichen Gebiets in der Ebene

Man betrachtet den Querschnitt einer Matrize als ein zweifach zusammen-
hidngendes endliches Gebiet S in der Ebene (Abb. 2).

Nehmen wir an, daf} eine Fuzktion 5 = w({) existiert, mit der man das
Ringgebiet ¢, < /| <{'1 auf das Gebiet S abbilden kann und daf die Belas-
tungen X, und Y, auf den Randen L; und L, bekannt sind.

Nach Ugodeikov [7] haben die Gleichungen der Randbedingungen die
Form:

Ho) + 28 ey 4 FE) =fle)  B=1.2 )
o'(c 1)
wo ¢, der komplexe Positionsvektor auf den Randen y; und y,: 0, = 0,6'%;
Gy = e'® ist.

In der Gleichung (1) bedeuten ¢(s,) und ¥(s,) die komplexen Potentiale

auf dem Rand y,. Diese Funktionen sind als Laurent-Reihen gegeben:

Y

¥(£) = 2 al"; ¥(&) = Z b,S" )

Ne=—so M= —oco
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Abb. 2. Geometrische Darstellung der verwendeten Begriffe

1¢(o,,) bedeutet dic konforme Abbildungsfunktion auf y, und y,. Im allgemeinen
hat man:

p

o) = 3 C,

1 = ——so

iy (Q)
Q
fi(c,) bedeutet die Belastungen auf den Randen v, und 7,:
flo)y =7 (X +iYy)ds k=12 (4)
Yk
Diese Ausdriicke sind auch durch ihre Laurent-Reihe gegeben:

o

flo) = 3 Bus": flo)= 3 Ayl (5)

N == —— s 1= —=x

Die Liosung von Muskhelishvili besteht darin, dafl man beide Seiten der
Gleichung(1l) mit dem folgenden Ausdruck (Operator von Muskhelishvili)

1 __doy,

2ai o6, —¢

s

multipliziert, um Caushy’sche Integrale zu bekommen. Diese Cauchy’schen
Integrale lassen sich auf dem Rand y,(k = 1.2) einfach integrieren:

auf; ﬁ{'—J +— T OO =h (“"%\ + K ©)
g () ¢
]
1) < IS - (7
auf: 7z [—J + ——,é-—.—-f/ﬂ'(é) +w(l) =1, [—;) + K,
a ’({) a
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So hat man zwei Gleichungen zu lésen, in denen die komplexen Potentialfunk-
tionen ¢() und ({) unbekannt sind. Indem man die Differenz (6)—(7) mit
¢+ w’({) multipliziert und (%), ¢({). w({) durch ihre Laurent-Reihe ersetzt,
bekommt man eine Gleichung, in der die Kocifizienten der ¢({) unbekannt sind.

Wenn man die Koeffizienten beider Seiten der Gleichung vergleicht, erhalt

man ein unendliches (¥ = —o=c. . .oc) lineares Gleichungssystem (8).
Z 5’"'%“(1 - an e 211) ncn ,j.- 2 a""—;» n (1 - Q:’j‘n) (1’ 'L' n)éﬂ - (EQ - Kl) VC;, -
n = —os e —oo
= 3 (dn_,— B,_, 0" ¥)nC, (8)

n=—x

Nach der Bestimmung der komplexen Potentialfunktionen kann man aus den
folgenden Gleichungen die Spannungen herechnen:

0,(0) = R[6() — 9()] ©)
ooll) = Re[O() + D] (10
Teoll) = _%. Im®($) (11)

wo die Ausdriicke der komplexen Spannungen sind:

v [w’(é) | a‘)’(g)} (12)

o) = 25 [w ON ] 13
O= 5|0 [Hg) v (13)

Numerische Anwendung der Methode von Muskhelishvili fiir

eine Matrize mit h?”"oonder Werkzeugoifnung

Die im Kapitel 2 erklidre Berechnungsmethode ist fiir alle Matrizen von
allgemeiner Werkzeugoffnung verwendbar. Beziiglich der numerischen An.-
wendunggibt es einen groflen Unterschied zwischen den Matrizen symmetrischer
und nicht symmetrischer Werkzeugtffnungen. Wenn die Werkzeugoffoung
mindestens eine Symmetricaxe hat, werden die Koeffizienten C_ der Abbil-
dungsfunktion reell bleiben und das numerische Verfahren wird sich verein-
fachen.

Die Werkstiicke des Flielpreflens sind meistens symmetrisch. Deswegen
beschiftigen wir uns in diesem Artikel nur mit den Matrizen, deren Werkzeug-
offnung polygonal und symmetrisch sind.
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Bestimmug der Abbildungsfunktion

Die konforme Abbildungsfunktion ist im allgemeinen durch ihre Laurent
Reihe gegeben (siche Gleichung [3]). Im Fall einer hestimmten Matrize sind die
Exponenten und die Koeffizienten zu berechnen. AuBlerdem ist es fiir die
numerische Berechnung zweckmiBiger, statt einer unendlichen Laurent-Reihe,
ein mit dieser equivalentes Polynom zu beniitzen, weil im Fall symmetrischer
Werkzeugbfinungen nur bestimmte Koeffizienten existieren. Die anderen wer-
den vernachlissigt.

Fiif eine polygonale und symmetrische Werkzeugoffnung hat man in
[7] das {olgende Polynom benutzt:

)

mn(é) = 5‘ qux~1:q i (14)
k= O
In dieser Formel bedeutet ¢ die Zahl der Symmetricachsen: ¢ > 3.
Tz der Formel (14) ist C, gleich dem #ulleren Radius der Matrize. Die
anderen Koeffizienten der positiven Exponenten sind Null. Fur die Koeffizien-
ten der negativen Exponenten verwendet man die folgende Formel [7]:

m
Corsn=— 3 {07 [s;cos((gh + 1)) + y; sin((gk + 1)8)] —
’ m(l — 039 ;5 ’
— 637" [v; cos((gh + 1)0)) + w;sin((gk + 1)0;)]} (15)
k=—1...—3
T .
mit: 0, = 2j—1); j=1...m (16)
2qm
x3y;  — sind die Koordinaten der Punkte des inneren Randes,
viw;  — sind die Koordinaten der Punkte des dufleren Randes,
m — die Zahl der berticksichtigten Punkte.

Den Abbildungsradius ¢, kann man aus der Relation (17) berechnen:

i‘[xj cos O; 4 5, sin 0]

0= — (17)
,21['”1'005 0; + w;sin O]
=

Im Fall einer symmetrischen Werkzeug6ffnung ist es miglich, nur ein Segment
der Matrize zu beriicksichtigen: 0; = 0. . .7/q (Abb. 3).

Beziiglich der Zahl der zu beriicksichtigenden Punkte, wiinscht man, daf
AQJ. < f gelte. Man hat auch beobachtet, dal durch die VergréBerung der Zahl
der Punkte die Qualitdt der Abbildung nicht verbessert wird.
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Abb. 3. Das beriicksichtigte Segment einer AMatrize mit hexagonaler Werkzeugtffnung

Im Zusammenhang mit der Qualitit der Abbildung, mufl man darauf
achten, daB} die durch das Polynom (14) abgebildeten Punkte mit den durch
die unendliche Laurent-Reihe abgebildeten Punkten nicht iibereinstimmen,
weil:

Re 0,(8) = Re w(Z) aber Im w,({) == Im w(l)

Das bedeutet, daB3 die Punkte des », (0,"®) Polynoms sich nicht auf dem
Rand L, befinden (Abb. 4).

Mit Hilfe der Iteration der Koeffizienten Cgp.., die man am Anfang aus
der Formel (15) bestimmt hat, kann man die Differenz /; zwischen den Punk-
ten P; der exakten Kontour und den Punkten P,; der abgebildeten Kontour

Abb. 4. Bestimmung des Fehlers der Abbildung
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verringern. Man verwendet die Koeffizienten des Polynoms (14), wenn 4, <l e
gilt. In diesem Artikel ist ¢ = 0.1a.

Auflerdem mufl man den Kriimmungsgradius der abgebildeten Kontour
auch kontrollieren:

0,951, < r.; __..____.‘ < 1.0: (18)
X, ; X.:
Wo:

(19)

(20)

Bestimmung der Integrale der inneren und dulleren Belastungen

Die Belastungen der Matrizen sind in die Gleichung (1), (6) und (7) durch
die Ausdriicke (4) und (5) eingegangen. Fiir die numerische Anwendung der
Methode von Muskhelishvili mull man erst den Wert des Integrales (4) be-
rechnen, danach die Koeffizienten des anstelle der Laurent-Reihe (5) henutzten
Polynoms. Durch Differentation des Integrales (4) findet man:

fo)de =1i(X,, + 1Y,)ds (21)
Unter Verwendung der folgenden Gleichungen:
1z 0" {o
ds = o'(9)do; ds = —(—.--; olt — ~?i(~)_
iet* 0.0’ (0)

kann man die Gleichung (21) in der Form:
f(o) = (X, ~ iY,) —”G- o' (o) (22)

schreiben.

Weil es keine andere Belastung aufler dem inneren und &ufleren Druck
der Matrize gibt, ist es méglich (X, -+ 1Y) mit den Spannungen zu bestimmen,
Im orthogonalen Koordinatensystem hat man:

Xy 1Y, = (0, + itg)e” (23)
Indem man (23) in (22) einsetzt, bekommt man die Funktion der #ulleren und
inneren Belastung:

filey) = (0, + 1)’ (o) s k=12 (24)
Im Fall des FlieBpreBens dreht sich das Werkstiick in der Matrize nicht, also
hat man auf den Réandern 7,6 = 0. AuBlerdem gibt es auf dem inneren Rand
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nur den inneren Druck und auf dem #uBeren nur den #ulleren Druck. Deshzlb
folgt:

filey) = —pio(e;) = —p; ; ycqlw—lo'l i S; qu -Llrl (25)
= I =
—‘ﬂ3 qk -1 < gk -1

folog) = —pao(oy) = —p, I% Cor102 /'ZO Ay +102 (20)

Bestimmung der Koeffizienten der komplexen Potentialfunktionen:
@(£) und ()

Um die Koeffizienten der Funktion ¢({) = 3 a,{" zu bestimmen, ist das
lineare Gleichungssystem (8) zu lésen. =

Wenn die Matrize keine Belastung hat, gibt es auch keine Spannung, also
ist K, = K, =0.

Wir haben schon gezeigt, dafl im Fall der Matrizen mit symmetrischer
Werkzeugoffnung die Koeffizienten der Abbildungsfunktion reell bleiben
Folglich ist a, = a, = o, + B fn=0.

Fiir die konforme Abbilding benutzt man statt (hr unendlichen Reihe ein
Polynom der Form (14), dessen Indizes sind: n = ¢k + 1; k = . —3.

In den Gleichungen (25) und (26) berechnen sich die Indluec der Y\ oeffmwnben
A und B auf die gleiche Weise:n =gk - 1: 2 =0... —
SchlieBlich kann man die Zahl der Gleichungen laegrenzeu und das lineare

Gleichungssystem in der folgenden Form aufschreiben:

Z Qyygr1 (1 —o (~V~a/\71)) (qk - 1)qu(+1 -+

k=0
‘-_3 . Dl 0" il 1 -
+ D gl — o o+ gk + DCyr= (27)
k=0
3 git + 1—v)
2:) (”4qlc+1—v — Bq/w1~191( ‘ Mgk + )quﬂ; »= —3q...3q
Jo=

Die Losung dieses endlichen Gleichungssystem konvergiert gegen die Losung
des unendlichen (8), wenn der folgende Zusammenhang zwischen den Koeffi-
zienten der Abbildungsfunktion besteht [7]:
}—th—w L letl 28)
2 C i
2:>0 | 1 |
In unserem Fall sind 7 Gleichungen zu 16sen, und nach der Lisung des Glei-
chungssystems hat man ¢({) in der folgenden Form:

—~3
agh 41 ¢
= 2 ..l (29)
k=0
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Wenn ¢({) schon hekannt ist, kann man aus der Gleichung (6) oder (7) auch
p(£) bestimmen:
-3 -3

b

Fiir die numerische Anwendung wurde cin Programm in Basic fiir einen
64 kB Heimcomputer entwickelt. 3it Hilfe dieses Programms kann man der
Spannungswerte auf den Rande und in den inneren Punkten der Matrize
berechnen.

In Abb. 5 haben wir die Ergebnisse mit den Spannungswerten verglichen,
die man am Lehrstuhl fiir Angewandte Mechanik der T. U. Budavpest mit Hilfe
der Methode der finiten Elemente (Beschreibung siehe [8] und [9]) berech-
net hat.

Der Spannungsverlauf, den man in Abb. 5 beobachtet, zeigt, dafl einer-
seits die maximale Zugspannung auf dem inneren Rand an der Ecke auftritt und
dall andererseits der Spannungsverlauf anf dem #dufleren Rand praktisch
konstant ist. Die relativen Spannungswerte stimmen mit den Ergebnisse der
Methode der finiten Elemente zekr gut iiberein.

Unter Verwendung des Kriteriums von Mohr hat man ein Diagramm
entwickelt (Abb. 6), mit dem es moglich ist, die Matrize mit hexagonaler Werk-
zeugdffnung in Abhingigkeit vom Kriimmungsradius und von der Belastung
zu dimensionicren, wenn die Seite des Hexagons 7,5 mm und die zugelassene

1
A
Q;
3
\
5432 1? [ =T 12
2 C
O BLﬁg m0=-=;4;skhehshv1[|
P, JE —FEM
5

Abb, 5. Spannungsverlanf in einem Segment der Matrize
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Abb. 6. Diagramum zur Dimensionierung der Matrizen mit hexagonaler Werkzeugoffnung.
Die Seite des Hexagons: a = 7,5 mm; o,y = 1500 MPa

Spannung des Werkzeugmaterials 1500 MPa sind. Im Diagramm hat man die
zylindrische Matrize mit r, = 7,5 -]/3/2 dargestellt.

Im Diagramm kann man beobachten, da — &hnlich zu zylindrischen
Matrizen — die Matrizen mit polygonalen Werkzeugoffnungen auch einen

optimalen Durchmesser haben, dessen Vergréfierung keinen Nutzen bringt.
Diese Eigenschaft der polygonalen Matrizen hietet die Moglichkeit der Opti-
mierung ihrer Festigkeitsherechunung [10].

Der Spannverlauf auf dem dufleren Rand (Abb. 5) zeigt, dafl im Fall der
vorgespannten Matrizen die Festigkeitsherechnung des Schrumpifringes dhnlich
zu den zylindrischen Matrizen ist.

Um die notwendige Deformation des Schrumpfringes zu bestimmen, muf}
man den Deformationszustand der polvgonalen Matrize dhplich wie ihren
Spannungszustand untersuchen [7].
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