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Ahstract 

ТЬе рарег deals ,,-ith the шеthоd of investigation for dУllашiсаl stabi!ity of internal 
combustion engine taking the dашрiпg process into consideration. Tlle !imits of illterva!s of 
dYllamica! stability аге also presented. 

1. Расчетная модель 

Известно, что расчет колебаний коленчатых валов сводят обычно к рас

чету прщюлинейного вала снекоторой приведенной жесткостью и РЯДО1l1 

сосредоточенных дисков (по числу ЦИЛИН,J,ров И маховиков), (рис. 1) [3]: 

Рис. 7 

Момент инерции массы каждого диска выбирается таким обраЗО1l1, чтобы 

его кинетическая энергия была равна кинетической энергии врашающихся 

частей, шатуна и поршня, которые этот диск за.меняет. Так, если длина 

шатуна l велика по сравнению с длиной кривошипа г, то обшая кинетическая 
энергия, относящаяся к i-TOMY кривошипу, 

Т 1 1 (' )q I 1 (' . )" ; = 2 О; ер; - Т 2 т repi sш ер; -, 

це ({; - угол поворота i-тОГО крувошипа, 

6 

10; - 1I1Омент инерции врашающихся частей, 

т 1Ilасса шатуна и поршня. 

Отсюда приведенный момент инерции: 

l;(CPi) = (10; -t- ~lШ2) - ~mr2 cos 2ср; 
2 2 

(1) 



82 Л. В. 3АНГ 

и, следовательно, при установившемся вращении (приближенно CPi ~ (9l) 

инерционный коэффициент будет периодической функцией времени [1], [3]. 
На рис. 1 обозначае:'l: 

Ii(СРд - :'IЮlент инерции, вычисляе7lШЙ по фОР:'i.уле (1), 
1 n = const - illoilleHT инерции ilшховика, 
CPi - угол поворота i-тОГО кривошипа, 

Ci - жесткость вала на участке "'1ежду i-ТbIill и i + 1.711 дисками. 

2. Уравнение движения 

КИНеТПЧеская ЭНерГИЯ приведенной СПСТб1Ы на рис. 1: 

(2) 

и её потенциа.:rьная энергпя: 

(3) 

Составляя уравнение Лагранжа: [2] 

~ (от) _ ~ (т _ И) М1" (k = 1,2, ... , п) 
dt О ер!: 0CPk 

(4) 

получи:.! СИСТе:УlУ уравнений: 

.. ) dЦ CPi) ')? С ) I С ) Ii(CPi CPi + (гр; - - i-l(СРi-l - ср; т ;(ср; - rp'i+l = J\!Ii, (1;) 
2 drpi ..J 

(i = 1, 2, ... , п; Со = Сп = О) 

где Мi(СРд - внешний il10мент, действующий на i-тый крившип. В случае 

2л: 
двухтактного двигателя !1101l1eHT l\!Ii(cp;) имеет период е' в случае четырех-

4:т 
таюного -(9' 

Пренебрегая нелинеЙНЫ"'l членом и ДОПУСТШ,l, ЧТО силы сопротивления 

пропорциональны скорости движения, вводя в дифференциальное уравнение 

дополнительный член С первой производной от переillещения по вреиени. 

ПОЭТОi\lУ система уравнения движения при колебаниях будет Юlеть такой вид: 

Цгр;)ф; + ;;ер; - C;-l(СР;-l - ер;) + Ci(ep; - СР;+l) = NI;, 
(i 1,2, ... ,п; Cu=Cn=O) 

(6) 
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где gi~i - iVlO.MeHT силы сопротивления, и gi - кОЭффициент затухания для 
каждого кривошипа будет определяться из опыта и часто принимается оди

наково для всех кривошипов: [3], 

и допустим, ЧТО 

Введем новые переменные 

~l = ({Il - ({I~ J 

Ф2 = ({I2 - ({Iз I 
~'11~~ • • ~11~~ ~ ~~ J 

(7) 

(8) 

После подстановки (8) в (6) с учето:" (7), и после упрощений ПОЛУЧШVl 
следующее :'lатричное управнение [1], [6]: 

где 

Ф= 

б* 

ф + 2гФ + А(t)Ф = B(t) . M(t), 

13= 

B(t) = 
о 

о о 

M(t) = 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

(9) 

(10) 
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С2 • 

- Iz(ffJ2) , 

(11) 

3. Свойство однородного уравнения 

РаССrllОТРIП'l. однородное уравнение: 

ф + 2sФ А(t)Ф = О, (12) 

где Ф - вектор, s - диагональная .\1атрица, А - :llaтрица с эле7l'l.ентюш, кото

рые периодические функции времени, т. е. 

A(t + Т) = A(t) 
с пеРИОДО.\l 

Т = 'л . 

е 

Ище7l1 решение уравнения [I 2] в виде [I], 

Ф = г'tu(l) 

(13) 

(14) 

(15) 

Здесь u(t) - вектор с КОl\1понентаl\Ш, подлежащи.\lИ: определению. Дважцы 

дифференцируя, получае.\1: 

ф = гЕt(u - sи) 

Ф = Г'f(й - 28й + 82 u). 

Подстановка в (12) даёт: 

г·tй + [A(t) - 82 Е]г·t u = О, (16) 

Матрица 8 = сЕ, ПОЭТОl\lУ :llатрица e-et коммутирует со всеми ДВУl\lЯ 
.\lатрицами А, Е, т, е 

A(t) • га = гЕ! . A(t) 

Уравнение (16) .\lожет быть записано в виде: 

(17) 
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и учитывая, что e-Et - неособенная :\lатрица (все e-E),t > О), ПРИХОДИN!. К 

уравнению: 

й + [A(t) - 82 Е]ц = О, ( 18) 

Здесь Е - единичная ,\1атрица. 

Решения уравнения (18) имеют вид: [1], [4], [6], 

(19) 

где (2k - корни характеристического уравнения, 

X/;(t) - векторы, КОl\шоненты которых являются периодическими функ

ЦИЯN\И вре2\iенп с перrЮДО?1l Т. 

По (15) и (19), возвращаясь к уравнению (12), предстаВИNt его решения 
в виде: 

Xk(t) ехр ( ~ ln (2k - 8t) 
. ) 

(20) 

или, отделая вещественную часть In (2/;, 

Фk = 1fJk(t) ехр (; ln ! (2к [ - 8t) (21 ) 

Здесь 1fJk(t) - векторы, КОl\шоненты которых являются ограниченньL'\\И (почти 

периодическими) ФУНКЦИЯNiИ: 

. t 
1fJ1:(t) = Xk(t) е 1 т arg Qk 

Из (21) легко видеть, что поведение решений уравнения (12) зависит 
от соотношения между коэффициеНТОl\l затухания 8 и вещественной частью 

In ek: [1], [6] 

а) Если характеристические числа (2k - комплексно сопряженные, 

тогда «(2k) = 1, ln«(2k) = О, то решения уравнении (12) затухают со скоростью 
затухания свободных колебаний 

Фk = 1fJ,,(t)e-еt 

б) РаССМОТРIШ случай вещественных корней, причё:\l для определен

ности ПОЛОЖИl\l: «(2,,) > 1, то здесь 7vlOrYT представиться два случая. Если 

ln '1 D,··'I 
8>--~-" 

Т ' 

то решение будет ограниченньш, если же 

ln I Qk [ 8<---
Т 
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то решение, а следовательно, и общий интеграл будут неограниченно возрас

тать со временем. 

в) РаСС1l10ТРИ:l1 граничный случай 

ln I Qk I 
г=---, 

т 

решение уравнения (12) будет в ЭТО:ll случае периодическим: а Иl\1енно при 
Qk> О будет К\lеть место период Т, а при Qk < О - период 2Т. Итак, отыска
ние областей неустойчивости для уравнения (12) сводится к определению 
условий, при которых оно ~шеет периодические решения. С периодами Т и 

2Т, причё:ll и здесь два решения одинакового периода ограничивают область 

возрастающих решений, два решеН!lЯ разных периодов - область затухаю

щих решений. 

4. ВЫВОД уравнения I(ритичеСI(ИХ частот с учетом затухания 

;V1атрица A(t) записывается в виде: [6] 

A(t) = ш
2 

D 
1 - 2f.L cos 2et 

где D - матрица ПОРЯДI-са n - 1, 

т' = 1" + ~ mr' 1 

mг2 j 
f.L = 2[2101 + mг2] 

Здесь 101 - "lO:lleHT инерции вращающихся частей первого кривошипа, 
т - масса шатуна и поршня. 

Из (22), уравнение (12) И/\Iеет вид: 

Ф + 2гФ + ш
2 

DФ = О, 
1 - 2ft cos 2et 

(22) 

(23) 

(24) 

допустим, что "lO:lIeHT инерции lI1аховика достаточно велик, чтобы положить 
lп ~ mг2, что :llQ:lleHTbI инерции врашающихся частей кривошипов одинако
вые, т. е. 101 = 102 = ... = Iоп-1 : В этом случае lI10ЖНО считать элементы 

Л1аТРИЦЫ D постоянными элеll1ента?lнr. 
Отысюrваем решение уравнения (24) с пеРИОДОll1 2Т в виде ряда Фурье: 

"'" 
ф = .::Е (а/( sin ket + Ь/( cos ket) (25) 

k=1,3,5, ... 
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где Ф является вектором с компонентами Ф1 , Ф2, ... , ФП-l И а", ь" - век
торы. 

При подстановке (25) в уравнение (24) ПОЛУЧlL\l две систе,Мы матрич
ных уравнений: 

(m2 D - 82 Е - fl62 E)a1 + 9!L62 Еаз -.2(!L + 1)68lJ1 + 6!L88Ьз = О; I 
(m2 D - k2(Э2Е) а" + ,u62E[(k - 2)2a,,_z + (k + 2)2ak+2]-

- 2k88lJk + 2,u68[(k - 2)lJk_z + (k + 2)lJk+2] = О; 

(k = 3,5, 7, . .. ) I 
(ш2D - 82Е + ,u8Z E)lJ1 -1- 9!L62ЕЬз - 2(.и - 1)68a1 - 6,u68аз О; 

(26) 

(m2D - kZ8 2 E)brc + ,u8Z E[(k - 2)2bk _ Z + (k 2)2bk+2] + 
+ 2k68al( - 2p88[(k - 2)ak_Z + (k + 2)а"+2] = О; 

(!с = 3, 5, 7, ... ) 

Если эти две спсте:\ш должны Юlеть решения, отличающиеся от нуля, 

то их детер:\шнанты должны равняться нулю. Таюп.t обраЗО:\l, получим 

уравнение критических частот: 

m2D - 982Е 

9!L 82E 

-6!L88 

668 

.и 62Е 
m2D - 82Е - !L 82E 

-2(!L - 1)88 
-2,u88 

2,u88 

-2(!L + 1)88 

m2 D - 82Е + !L 82E 

!L 82E 

=0 

-688 

6!L68 

9!L82 Е 

m2 D - 982Е 

(27) 

Подобным образо:\1. будем отыскивать рещение с периодо:\1. Т в фОРl\lе 

ряда Фурье: 

"" 
Ф = br + ~ (ak sin !c6t + Ь" cos k6t) (28) 

k=2,4,6, ... 

Если подстаВИJ\1 выражение (28) в уравнение (24), то аюлогично пре
дыпуще1l1У случаю, ПОЛУЧИ1l1 детеР;\lинанты: 

......................... '" ............................... 
(f)2 D - 1662 Е 4!L82 Е О 4f.h88 -888 

16!L8E m2D - 462Е О -486 8!L 88 

О -4!L68 m2D 4.u8ZE О =0 

--8!L88 488 О (f)2D - 482Е 16!L82 Е 

868 -4!L88 О 4!L6zE m2D-1682Е 

(29) 
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5. Гранцы области динамичеСI<ОЙ устойчивости 

в случае, когда р = о и 8 = О, из уравнений (27) и (29), получюt 
уравнение критических частот: 

[w2D-k2 f)2Е! = О, (k = 1,2,3, ... ) (30) 

где Е - единичная матрица. 

Сравнивая это уравнение с уравнениеi\l собственных частот для консер

вативной задачи: 

НаХОДЮ1: 

где 6* 
Qj 

(31) 

(
j = 1,2,3, .... ) 

k = 1, 2, 3, .. " ' 
(32) 

критическая частота внешней силы. 

частота собственных колебаний систе.\\Ы коленчатого вала. 

ФОР.\lула (32) даёт те соотношения между частотой внешней силы и 
частотой собственных колебаний систе:\\Ы коленчатого вала, вблизи которых 

ВОЗ:\10ЖНО возникновение неограниченно возрастающих колебаний. Область 

неустойчивости, лежащая вблизи 6* = Ql' будем называть главной областью 

динамической неустоЙчивости. 

Приближеное решение для границы главных областей неустойчивости 

ПО ЛУЧЮl , выделив в (27) центральные квазиэле.\lенты: 

I 

w2D - 62Е - р62Е -2(р + 1)6.8 I 
- 2(.а - 1) 6 8 ш2 D - 62 Е + [162 Е I О. (33) 

РеЗЮl\iе 

Приводится i\lетодика исследования динаi\шческой устойчивости двига

теля внутреннего сгорания с учеТО.\l затухания. Определяются границы об

ласти динюшческой устойчивости с учетом затухания. 
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