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Summary 

ТЬе autllOr еlаЬогаtеd ш('tЬоd for the пuшегiсаl iпуеstigа tion of the torsional dупашiсаl 
sta},j]ity of petrol or diesel епgiпе5. It is possible to giye ап арргохiшаtе "оlпtiоп for tlle Ьоппd­
aries 01 tlle ппstаblе operation of епgiпеs. 

Расчетная модель 

Наиболее важная техническая гадача, относящаяся к колебаНIIЮ сис­

Te~i с периодически Лlеняющейся .\lассоЙ-это задача о колебаниях коленчатых 

валов. Известно, что расчет колебаний таких валов сводят nбычно к расчету 

ПРЯ,\lOлинейного вала снекоторой приведенной жесткостью и РЯДОЛl сосре­

доточенных ДИСI{ОВ (по числу цилиндров !! ,чахnвиков) (рис. 1). MO.\leHT 

<1>1 

ln-:tJln 
• - - - - - ,~ С n_1 l 

<1>0_1 'Рn <+>3 

РIIc. 7 

инерции .массы каждого диска выбирается таким образол\, чтобы его юшети­

чеСl\ая энергия была равна кинетической энергии вращающихся частей. 

шатуна и поршня, которые этот диск заменяет. Так, если длина шатуна l 
велика по сравнению с длиной кривошипа Г, то общая кинетическая энергия, 

1 1 
относящаяся 1\ i - тю\у кривошипа, T i = JОi(ipд2 + m(ripi sin IPi)2, где 

2 2 
(fi - угол поворота i - того крувошипа, JOi - момент инерции врашаю­

щихся частей, т - масса шатуна и поршня. Отсюда приведенный .\шмент 

инерции. 

(1) 
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и, следовательно, при установившемся вращении (приближенно (г, ~ ()О 

инерционный КОЭффициен'Г будет периодической функцией вре:\lени. [1] 
На рис. 1 обозначаем: },(ч,) - :\юмент инерции, ВЫЧИСЛЯС:\lЫй по формуле 

(I), }" = const - :\\O?l\eHT инерции .\\аховика, cf i - угол поворота, i - того 

кривошипа, с, - жесткость вала на участке .\1ежду i - II !I i -;- 1 - II 

;:щска.\Ш. 

Уравнение дви жения 

Кинешческая энергия приведенной систе.\\ы на рис. 1: 

т = + i I(rpi)' (ср?, 
- 1=1 

1I её потенц!!а.lьная энергия 

U 
1 " 1 

- "с(nс . 
') ~ , 1 r 
~ 1~I 

для консервативной Сllсте:\\ы уравнения Лагранжа: [2] 

~rO~} _.0 (Т-И)=О 
dt Otpi оср, 

(2) 

(3) 

(4) 

ПОС,lе подстаНОВКII уравнений (2) и (3) в ypaBHe!!Ile (4) ПOclУЧIВ\ урапнеtше 
движения систе:l\Ы: 

.. . 1 (! }i(tpi) (')2 d }i«(Pi) 
}i(rri)·tpi+Ci«(f'i-Cfi+l)-+-Сi-1(iJi-Сf'н)= - 2 -;;;р;-' ер, dt 

(i = 1,2, .. " п) (5) 

где правая часть является возбуждениеl\l и выражается следующим образом 

с sin 2tpi' Соответствующая однородная систеыа уравнений записывается 

n виде 

}l(rf'l)' 1\ + С2(СРl - СР2) 

}2(СР2)'Ф2 - C1(CPl - СР2) + С2(СР2 - Cfз) 

}"(Cf,,)·ф,, - c,,-l(CflJ-l - ср,,) 

Введе,'\l новые переменные 

(6) 

(7) 
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После подстановки (7) в (6), и после упрощений получи:.! следующее матрич­
ное уравнение [3], [4] 

ф т А(t)·ф = О (8) 

Ф= Ф
1 

1 Ф.) . 

_~n-l ' 

(9) 

где 

_С_1 _ ---L 

Jl(Cf1) , J2(Cf2) 

(1 О) 

ЙП-1.П-2 = - ~--_:::..._-

},z-1(СРП-1) 

([го -1, п-1 

Свойство уравнения (8) 

РаССЛlOТРИ;\l уравнение (8), где Ф - вектор. А - .\laтрица с Э,lе:.lента.\lН, 

Еоторые периодичеСКl!е ФУНКЦIIЙ вреlllени, Т.т. 

A(t ---L Т) = A(t) 

с периодо:.! 

Прзедсташш уравнение (6) в виде: 

d2ф. n-l 

-/+ ~аi1'Фk=О 
dt- k=l 

Введе?l1 далее новое переменное 

(i= 1,2, ... ,11-1) 

(j = 1,2, ... , т) 1 Xj = Фj 
(fф·- т 

Х _~-,,-J __ 
. j- dt и~т+ 1, ... , 2т) J 

где т = 11 - 1 

(11 ) 

(12) 

(13) 

(14) 
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Из уравнений (13), (14) c.le;:I,yeT. что уравнение (8) выражается в виде 

dx -'- B(t) х = О 
cft 

(15) 

где х* = [х1 , Х2 , •• '. Х2m 1 
B(t) - .чатрица порядка 2т, из (11) Сlедует, что 

B(t - Т) = B(t) ( 16) 

COf.laCI!O свойству (16), еСсlИ .\\,ПРIiца x(t) яюяется решение.\1 уравнения 
(15), то л\атрица хи -'- Т) также ЯВ.lяется его решение.\l и .\10жет быть полу­

чена из x(t) с ПО.\lOшью неюJТОРОГО неособеНIIОГО .1JlнеЙного преобразовання 

с постоянны.\ш коеффПЦIIентюш 

хи Т) R хи) (17) 

где R = [rilJ, гil: - координаты .\1атрицы x(t + Т) в фУНДЮi.ента.1ЬНОЙ сис­
Te.\le x(t). Таки.\\ обраЗО.\l, .\\О/КНО находить такую фунда.\1ентальную систечу. 
которая пр!! добав.lении ,а периода преобразуется в векторной заШfСIl: 

(/{= 1'2 .... ,2171) (18) 

3;:I,eCb Х!; - вектор [к-го] решения уравнения (15), т. е. (8). 
Q/i - [к-юl] характеристическая корень оlIшейного преобразования (17). 

Из фОР.\1УJ1Ы (18) Соlедует, что решения систе.\1Ы (15) могут быть пре;:I,ставлены 
в виде 

(19) 

где <p,/t) - перидический вектор с пеРИОДО.\l Т. УЧI!Тывая. что 

111 Q!; = 111! Qk \--;-- i arg IJ;; (20) 

ПРИХОДИl\1 К следуюше.\1У выводу: 

Если In I Q!; I < о, i Q/i! < 1, то обшее решение уравнения (8) устойчивое, 
если 111 tQ,,1 > о, !е,,! > 1, то обшее решение уравнения (8) неустоЙчивое. 

Если lп I е" t = О, Q/i = -L 1, ТО это предельный случай. В интервале .\1ежду 
корнЯ.\ш Q" = 1 и Q" -1 лежала бы вешествениая корень, С:1едовательно, 
Q" = О, ЭТО ниво3.\южно ввиду неособенности преобразования (17). Корни 
12" = 1 и (!" = 1 ограничивают область КО.\1Плексных корней (УСТОЙЧIiВУЮ 
обоlасть). В случае, когда Q/i = 1, решение уравнения (8) будет периодиче­
сюш с пеР!ЮДО.\1 Т, и когда е" = -1, с пеРИОДО.\l 2Т. 

Отсюда следует, что на границах областей неустойчивости дифферен­

циальная систе.\1а и.чеет периодические решения с пеРИОДО.'l1 Т или 2Т. 

Точнее говоря, области ДИ;\1а;\шческой неустойчивости ограничены ре­

шениями с одинаковьши периода.\Ш и области динамической УСТОЙЧИВОСШ­

решения;\ш с разньши периодалш Т или 2Т [1]. 
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Выдов уравиений !<ритичеСI{ИХ частот 

813\',1,\'.\1 новы\' пербlенные: 

/1! 

Отсюда С;l\'ДУ\'Т, ЧТО .\\аТРllца А записывается в Шfде 

А= D 
Jl 

Г;1.е D - ~1аТРlща порядка 1/ 1, Т.\'. 

LO 

(i12 О О 

(t~2 (/23 О 

о о о 

clll = 1'1«(11 -;- (2) 

d1~ = -;'2f1~ 
(/21 = -1·1P2 
(122 = 1·2(P2 - .и 3) 
(123 -1.з.'1з 

о 
() 

dn - 1,n-2. == -i·п-2 Рп--l 
(/Г;-·1.n-1 = l'n-I(,U,,-J -'- р,,) 

1 

о 

о 

Из уравнения (1) ПО.1УЧИ.\I, что 

Отсюда следует, что 

где (1)2 = 

1 
-mr2 cos20t 
2 

1 -- 2,а cos 20 t 

1 
J01 + 2 111 г2 

J 
mг2 

fl' 
2[2) 01 171 г2 ] J 

111 

(21 ) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

здесь JOl - ,\lО.\lент инерции вращающихся частей первого кривошипа, 

т - .\lасса шатуна и поршня. 



112 Л. В. ЗАНГ 

Из (22) и (26), матричное уравнение (8) ПjЛIН!Нiает вид: 

(02 

----Оф=О 
1 - 2р cos 6t 

(28) 

ДопусТIШ, что :'IlOMeHT инерции .\\аховика достаточно велик, чтобы положить 
J" ?> mг2, что Л\О?lН:НТЫ инерци!! врашающихся частеti кривошипов одинако­

вые, Т.е. JOl = J02 = ... = JОrг!' в ЭТО?li Соlучае .vlOжно считать ЭЛе:\\енты 
:'I1аТРИЦЫ О постоянны.\\И Э.lе;\\ентю1.И. 

Отыскивае"i решение уравнения (28) с пеРИОДО.\i 2Т в виде ряда Фурье: 

Ф = . ~_ (ak sil1 kOt ..L Ь,; cos k6t) 
1.=1,\),:J ... 

(29) 

Гi~е Ф ЯБ,lяется не1;:ТОР0:\1 с кюшонента.\ш Фl' Ф2 • .. " Ф"-l) II а/" - веЕТОРЫ. 
При подстановке (29) в уравнение (28) ПО,lучИ.\t две систе:l1Ы ЩlТручных 

уравнениti: 

(О)2О - 6"Е - f102E)a1 ..L 9р62Е аз О 

(0)20 - kЦСjZЕ) а/; - ,uk2(j2E(ak+2 -+- a,,_z) = о 
(k 3,5,7, ... ) 

(ш2О - 6ZE ..L р62Е) b1 -+ 9,u6ZE Ьз = О 
(30) 

( "0 {"'6"F)' , {"'О?Е(Ь 'Ь ) т- - '\,.- -.- О!; - Р ,,- - 1:+2:- 1:-2 о 

(k = 3, 5,7, ... ) 

Если ЭШ две СИСТС.\1Ы ДО.1ЖНЫ И.:\-lеть решения, ОТ.1ИЧaIощнеся от ну.1Я, 

то их детер;шшанты должны равняться НУ,lЮ. Таюш образо:'l\, получ!ш 

уравнение критических частот: 

ш2О - 96ZE 

25 pOZE 

О 

9pOZE 

ш2О - 256ZE 

в уравнении (31) содержается оба случая (===) 

О 

О ,=0 

I 

(31 ) 

ПодоБНЫЛl образом будет отыскивать решение с перподо:ч Т в фОРlе 

ряда Фурье: 

ф = Ьо -:- .::Е (ak sil1 k6t -+ Ь/{ cos IJJt) (32) 
1:=2,4,6 

Если ПО,J,ставИ.\\ выражеНJlе (32) в урцненнс (28). то ана,10ГИЧНО 

предыдуще.\\у случаю, ПО.1УЧП.\! дпер.\шнанты: 
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йiD 4,н62Е О О 

О w2D 462Е 16p6 zE О =0 (33) 

О 16р62Е (l)2О - 16BZE ]6р В2Е 
............. __ .. 

и 

(l)2О - 4В2Е ЩuВZЕ О О 

ЩuВZЕ (l)2О - 16В2Е 16,llBzE О =0 (34) 

О 36,иВ2Е ш2О - 3662Е 36р82Е 

Границы области ;:щнаяичеСl(ОЙ неустойчивости 

в случае, I\огда р. = О, из уравнения (28) ПОЛУЧIВl уравнение собствен­
ного I\олебаНI!Я систе.\lЫ: 

(35) 

ПРe;:I,ПО.lагае.\l, что I\О,lебание гаРЛlOническое, и отысюшае.\l решениt 

ураднения (35) в виде 

ф = аjп(Qt + (1.) (36) 

где а - вектор 3.\шлитуды, Q - частота собственных колебаний систе.\i. 

ПодстаноВI~ОЙ выражения (36) в уравнение (35) ПОЛУЧЮl уравнение ДЛИ 
определения частот собственных I\олебаний СIlстем: 

О (37) 

где Е - единичная .\laтрица. 

В случае, когда .и = О, из уравнений (3]), (33) и (34), ПОЛУЧЮl урав­
нение критивеских частот: 

I (()2D - k2BZE i = о 
(К = 1,2,3, ... ) 

СравНIШ уравнение (38) с уравнением (37), легко получаем, что 

Q 
В х = ,(k = 1,2,3, ... ) . k 

где В * - I\ритичеСI\ая частота внешней сил. 

(38) 

(39) 

ФОРЛlула (39) даёт те соотношения между частотой внешней силы 

и частотой собственных I\олебаний системы коленчатого вала, вблизи кото­

рых воз:ножно ВОЗНИI\новение неограыиченно возрастающих колебаний. 

8 Р. Р. Тrапsрогt 12jl-2 
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Область неустойчивостн, ,lежащая вблизи 8* = а, буде.\\ называть паВI!ОЙ 

об.lастыо Динамической неустоЙчивости. 

Приближенное решение для границы главных областей цеустой­

чивосТIJ по.1УЧИ.\1, причавняв нулю определитель верхнего диагонального 

Э.lе.\lента .\\атрицы (31): 

(40) 

Резюме 

Приво;:щтся :\\eTO;ЦlKa исследования динаМIIческой УСТОЙЧИВОСТII ДВIIгате.1Я внутрен­
него сгораНIIЯ. Опреде.1ЯТСЯ граНIЩЫ обсlаСТII ДIIНЮlIIческой УСТОЙЧИВОСТII. 
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