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Bevezetés

Ebben a dolgozatban — egy kivételtsl eltekintve — az [1] jelolésrend-
az [1]-t8l eltér8, alabb definidlandé értelemben hasznaljuk.

Sziikségiink lesz néhény, az [1]-ben nem talalhatd elnevezésre és jelolésre;
ezeket itt, a hevezetésben foglaljuk Gssze.

Az S félesoport valamely J idedljat gyengén-primnek nevezzilk, ha az S
barmely J, és J, idedljara a J.J, © J tartalmazés csak dgy allhat fenn, hogy
vagy J; © J, vagy J, € J. Globdlisan idempotensnek mondjuk a J idealt, ha
J? = J. Ha pedig SJ = JS = J, akkor azt mondjuk, hogy a J ideal teljes.

A 2. paragrafusban a belsg idealok tulajdonsagaival foglalkozunk; a fogal-
mat Lajos Sandor (Marx Karoly Kézgazdasagtudoméanyi Egyetem) vezette be,
a [3]-ban. Az S félesoport valamely I részfélcsoportjat az S belsé idedljanak
nevezziik, ha SIS € I; ha éppen SIS = I, akkor azt mondjuk, hogy az I belsd
ideal teljes. Az idealokhoz hasonléan, az S félcsoport valamely I bels8 idealjarsl
akkor mondjuk, hogy

inkluziv, ha SaS < I-bél acl,

prim, ha ab€I-b8l acl vagy bl

féligprim, ha a?¢I-bél a€1,

gyengén-prim, ha AB € I-b81l 4 € I vagy B < I

kévetkezik az S minden a, b elempérjara, illetve A, B bels& idealparjara. Az I
bels idealt globdlisan idempotensnek nevezziik, ha I? = I. Az S félcsoport vala-
mely a eleme &ltal generalt bels§ idealt I(a)-val jeloljiik.

A dolgozat 3. paragrafusaban a félesoportok bizonyos osztilyait ideal-
jaik, illetve egy oldali idealjaik és bi-idealjaik alkalmas tulajdonsigaival jelle-
mezziik. A félesoport valamely a eleme &ltal generalt bi-idealt B(a)-val jeldljiik.
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Belst idealok

Nyilvanvalé, hogy ha J az S félcsoporinak idealja, akkor belsd idealja is
S-nek. Bizonyos feltételek teljesiilése esetén ennek forditottja is igaz; ilyen fel-
tételekrdl szdl az elsd két tétel.

1.tétel [8]. Ha az S félcsoport I bels8 idealja inkluziv, akkorideal az S-ben
(és — a megfeleld definiciékbol kovetkez8en — mint idedl is inkluziv).

Kimutathaté, hogy minden féligprim vagy gyengén-prim bels§ ideal
inkluziv, és nyilvédnvalé, hogy minden prim bels§ ideal féligprim. Ezért az 1.
tételbl kozvetlenil kévetkezik, hogy minden féligprim, minden gyengén-prim
és — még inkabb — minden prim belsd ideal egyszersmind ideal.

2. tétel [8]. Ha az S félesoport I bels§ idealja teljes, akkor I'idedl az S-ben.
és mint idedl is teljes.

Felhivjuk az olvasé figyelmét arra, hogy — az 1. tétellel ellentéthen —
a 2. tétel mésodik allitdsa nem tekinthet8 a megfeleld definiciék nyilvanvalé
kévetkezményének.

Nem nehéz beldtni, hogy minden globélisan idempotens bels§ idedl teljes.
Ebb&l és a 2. tételbdl kovetkezik, hogy minden globalisan idempotens belsd
ideal egyszersmind ideél (mégpedig teljes és globalisan idempotens ideal).

Tekintsik az aldbbi két, mlvelettablakkal megadott félesoportot:

Sléabcdef Szl‘abcdef
aja(zaa.aa alaaaaaa
b laaaaaa b aaaaaa
c lacaaac ¢c laaaaaa
d  aaaaca d laaaaalb
e!aaabae e laaaabe
flaacday flaabada

Az S;-ben az {a, e} részhalmaz olyan bels8 ideal, amely bal ideal is, de nem
ideal. Az S,-ben {a, f} olyan bels ideél, amely nem hi-ideal (és ezért bal vagy
jobb ideal sem).

Ismeretes, hogy félcsoport barmely két idealjdnak szorzata szintén ideal
abban a félcsoportban. Ugyanezt bels§ idealokra eddig nem sikeriilt kimutatni;
valészini, bogy nem is igaz. De:

3. tétel [7]. Ha I, és I, egy kommutativ S félcsoport bels§ idealjai, akkor
I,1, is bels§ ideéal S-ben, és fennall az I,SI, < I, N I, tartalmazas.

A tétel masodik 4llitdsa azért érdekes, mert az egyenl8ség fennallasa fon-
tos kovetkezménnyel jar:
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4. tétel [7]. Kommutativ S félecsoport akkor és esak akkor regularis, ha
barmely két I, I, bels8 idedljra I,SI, = I, N L.

Ismeretes, hogy kommutativ félesoport barmely a, b elemeire fennall a
J(ab) = J(a)J(b) egyenl8ség. Bels§ idedlokra a kévetkez8 analég tételt sikeriilt
bebizonyitani:

5. el [T]. Kommutativ S félesoport barmely a, b elemeire fennall az
I{ab) C I(a)I(b) tartalmazds; ha S? = S. vagy ha S? = §, de az S\ S? barmely
x eleme kielégiti az x® = x? egyenletet, akkor I(ab) = I(a)I(b) érvényes az S
bérmely a. b elempérjéra.

A belsd idedloknak az ideélokéhoz hasonlé tulajdonsiga az is, hogy ha
egy S félcsoportban az S tetszdleges x elemével képezett Sx szorzat egyenld S-sel
(az ilven tulajdonségi félesoportot egyes szerz8k balzérd félesoportnak neve-
zik), akkor S-nek nines valédi — azaz, az S-t8l kiilénb8z8 — bels§ ideélja:
specidlisan, balcsoportnak sines.

X

Féicsoportesztilyok jellemzése idedltulajdonsigokkal

A paragrafus elsd részében olyan tételeket foglalunk 8ssze, amelyek a re-
guléris, az intrareguléris, valamint az egyidejiileg reguléris és intrareguléris fél-
czoportok idealelméleti jellemzését adjék. Az els6 harom tétel Lajos Sandorral
kézos kutatési eredmény.

6. tétel [4]. Egy S félcsoportra a kivetkez§ allitdsok paronként ekviva-
lensek:
{A) Az S regularis.
(B) Az S minden B bi-ideéljara és R jobb idealjara B [\ R € RB.
(C) Az S minden a. b elemparjara B(a) N R(b) < R(b)B(a).
(D) Az S minden a elemére B(a) N R(e) € R(a)B(a).
7. tétel [4]. Egy S félecsoportra a kovetkezd &llitdsok paronként ekviva-
lensek:
(A) Az S intrareguldris.
(B) Az S minden L bal és R jobb idealjara L N R < LR.
(C) Az S minden a. b elemparjara L(a) N R(b) C L(a)R(b).
(D) Az S minden a elemére L(a) N R(a) < L(a)R(a).

8. tétel [4]. Egy S félesoportra a kévetkezd allitasok paronként ekvivalen-

(A) Az S reguléris és intraregularis.

(B) Az S minden L bal és R jobb idedljara L N R < LR N RL.
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(C) Az S minden «. b elempérjara L(a)} ) R(b) C L{(a)R(b) 7 R(b)L{a).
(B) Az S minden g elemére L{a} 7 R{a) C L((I) (a) N R(a)L(a).
(E) Az S minden B,. B, bi-ideélpérjédra B, NV B, € B,B,.

Az intraregularis félcsoportok primidealjaik segitségével is jellemezhetdk.
a kévetkezdképpen:
9. rérel [5]. Az S félesoport akkor és esak akkor intrareguléris, ha az 5

minden olyan a és b eleméhez./ amelyre J(a) nem része J(b)-nek. taladlhaté olyan
P primideal, hogy b€P, de «éP.

Emlékeztetjiik az olvasét arra. hogy ugyanezzel az idealtulajdonsiggal
jellemezhet6k a halék kézott a disztributivak.

Mintegy hérom éviizede ismeretes az intraregularis félesoportoknak R.
Croisot-t6l szérmazé jellemzése. amely szerint egy félesoport akkor és csak
akkor intrareguléris. ha minden ide&lia féligprim (1. [1]. Theorem 4.4.). Ez a ne-
vezetes tétel adta az inditékot olvan tulajdonsigok keresésére. amelyek szitk-
ségesek és elegend8k ahhoz. hogv egy félesoport minden ideédlja gyvengén-prin:.
illetve prim legven. A nvert eredményeket a kivetkez8§ két tétel foglalja ma-
géba:

félesoport ésszes idedlja akkor és csak akkor gyengén-
prim, ha S ideéljai globélisan idempotensek és a tartalmazésra nézve lancot

10. tétel [0]. Egy &
alkotnak (azaz. az S bérmelv két J,. J, idedljara J, € J, vagy J, & J,).

11. térel [6]. Egy & félcsoport Gsszes idedlja akkor és csak akkor prim.
j S

ha S intrareguléris és az S idealjai a tartalmazéasra nézve lancot alkotnak.
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