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Bevezeiés

Legyen S egy félesoport és H részfélesoportja S-nek. Akkor mondjuk,
hogy H reflexiv S-ben, ha tetsz8leges S-beli a és b elemek esetén ab akkor és
csakis akkor eleme H-nak, ha ba is eleme H-nak. Tovadbba H-t S unitér részfél-
csoportjanak nevezzik, ha ab, a€H-bél beH és ab, b¢H-bél acH kiovetkezik.

Legyen a tetszleges S-beli elem. Definidljuk a H..a = {(x, y)¢SX S:
xay€H} halmazt és segitségével a Py = {(a, b)¢SxS: H..a = H..b} rela-
ciGt az S félesoporton. Kénnyen igazolhat$, hogy P, kongruencia S-en. A Py,
kongruencia fontos szerepet jatszik a félesoportok csoport, illetve nullelemes
csoport kongruencidinak jellemzésében. Nevezetesen, ha H tetszBleges reflexiv
unitér részfélesoportja egy S félesoporinak, akkor P olyan kongruencia S-en,
amely szerinti Sjp, faktorfélesoport vagy csoport, vagy nullelemes csoport.
Forditva, ha P az S félesoportnak olyan kongruenciija, amelyre S, csoport,
vagy nullelemes csoport, és H jeloli S, egységelemét, akkor H reflexiv unitér
részfélcsoportja S-nek és Py, — P. Tovdbba a W= {a€S: H..a= ]} halmaz
akkor és csak akkor nem iires, ha S;;-nek létezik nulleleme. Ilyen esetben S,
nulleleme egyenld W-vel.

A vizsgalatok els8 részében a reflexiv unitér részfélesoportokkal foglalko-
zunk. Majd definidlva egy 1j fogalmat, az n-unitér részfélesoport fogalmat, tet-
sz6leges félcsoportban értelmezziik a norméllanc és a kompoziciélanc fogalmat.
Ezen fogalmak a csoportelméletben jél ismert normélldne és kompoziciélane
fogalmak félesoportokra trténd dltaldnositasai.

A {8 eredmény az, hogyha egy félesoportnak létezik kompozicidlanca,
akkor barmely két kompozicidlanca egyméssal izomorf.

Reflexiv unitér részfélcsoportok

1. Tétel. Legyen S félesoport és H reflexiv unitér részfélesoportja S-nek.
Akkor Py kongruencia S-en és Sp, vagy csoport, vagy nullelemes csoport H
egységelemmel. Forditva, ha P olyan kongruencia S-en, amelyre nézve S, cso-
port vagy nullelemes csoport és H jelsli S, egységelemét, akkor H reflexiv
unitér részfélesoportja S-nek és P = Py. A'W = {a€S: H..a= ]} részhal-
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maz akkor és csak akkor nem iires, ha S, -nek van nulleleme. Ebben az eset-
ben S, nuileleme egyenls W-vel.

Bizonyitds. Legyven H reflex{v unitér részfélesoportja S-nek. Akkor Py
kongruencia S-en. \Ieumutat}uk, hogy H egv P -osztaly. Legyenek i és g tet-
szileges elemei H-nak, illetve S-H-nak kiilon-kiilon, és legyen ¢t tetszlleges
H-beli elem. Akkor thi€ H és tg1€S- H. Kovetkezésképpen (h. g)é Py. Igy H bizo-
nyos Py-osztilyok uniéja. Legyen a és b két olyan tetszbleges eleme H-nak.
amelvekre (a. b)¢ Py;. Akkor léteznek olyan S- beh x. y elemek amelyekre pél-
déul xaycH és xbvg H. Mivel H reflexiv S-ben, ezért ez az yxacH és yxbd H telje-
stilését eredményezi. amelybél a, §CH miatt yx€H és vadH kovetkezik. Mivel
ez ellentmondas, H egy P -osztaly. Megmutatjuk, hogy H egvségeleme S, -
nak. Legvenek b. x. 3{5 tetszBlegesek. Akkor xbveH < vxbeH - yxbhe€H —
~ xbhy€H és xby¢H «— vxbdH <« yxbhéH — xbhy¢H tetszbleges hell esetén.

Igy (b. bR)CP,,. Hasonléan (b, #0)CP,. Iav S, egységelemes félesoport H

“lPa
egységelemmel.
Legyen V= {acS: H. . a== ]} és F = [acS: H. I} Az nvii-
vanvalé, hogy V 7 W ="] é IV T =35 Vecmatat]uk hogy vagy

W = 1, vagy W ideal 5-hen. Tegvik fel, hogy W == []. Legvenek wel és
vEV tetszbleges elemek. Akkor léteznek olyan x, v elemei S-nek, hogy xvycH.
Masrészt xwyéH, mert weW. gy (v. w)¢Py. Kovetkezésképpen W bizonyos
Py-osztalyok uniéja. Mivel minden we W esetén xwyd H minden x, y£S-re. ezért
W egyetlen Py-osztaly. Meg kell még mutatnunk, hogy W ideal S-ben. Legye-
nek s€S és we ¥ tetsz8legesek. Tegyiik fel. hogy swe V. Akkorléteznek olyan x. v
elemei S-nek. hogy xswy¢H. amely ellentmond a w€lW feltételnek. Igy swcl¥.
Hasonléan, ws€W. Igy I ideal S-ben. Megmutatjuk, hogy ¥, csoport.
Legyven v€V tetszbleges. Akkor léteznek olyan x, v elemei S-nek. hogy xuycH.
Mivel H reflextv, ezéri (yx)vcH. Ebbsl pedig az kovetkezik, hogy ¥V részféi-
csoportja S-nek és ' csoport.

Forditva, legyen P olyan kongruencia az S félesoporton, amelyre S,
csoport vagy nullelemes csoport. Jeldlje H az S, egységelemét. Akkor H unitér
részfélcsoportja S-nek. Legyen a. b€S tetszéleges. Tegyik fel, hogy abcH.
Ha acH, akkor H unitér volta kévetkeztében b H és igy bacH. Ha a¢H. akkor
bgH. ésigy S-val,illetve S,-vel jelolve az a-t. ilietve b-t tartalmazé P-osztilyo-
kat. S, és S, egymas inverzei S ,-ben. Igy S,S, € H, azaz bacH. Tehat H
reﬂemv S- ben. Megmutatjuk. hogy P = P,,. Leg} enek a és b teisz8leges elemei
S-nek az (a, b)€P feliétellel. Akkor barmely S-beli x és v esetén (xay, xby)eP.
Igy xay€H < xby¢H. Tehat (a, b)¢Py;. Tegviik fel, hogy (a. b)¢ P. Akkor a ké-
vetkezd két eset koziil legalabb az egyik teljesiil
(1) a és b egyike eleme B-nek
(2) a, béB.

TItt B jeloli Sp nullelemét. Megjegyezziik. hogy ha S)p-nek nincs nulleleme.
akkor csak a (2) esetet kell tekinteni.
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Az (1) esethen tegviik fel, hogy pl. a£B. Akkor b{B és izy létezik olyan

eleme S-nek, hogy x¢ B és bxCH. lgy tetsz6leges h€H esetén hbxcH. Ugvan-

f kor laxEB és igy haxdH. Ez pedig (a. b)£Pp-t jelenti. k
A (2) esetben két 1ijabb esetet kiilsnbdztetliink meg.

Ha ab€H, akkor tetszGleges hcH esetén hab€H. Mivel (a. b)¢P és
eseport vagy nullelemes esoport. (ab. b2)¢P. amelyhsl b2¢H kovetkezik.
kb*¢H. Ha ab¢H, akkor létezik olyan S-beli ¢ elem, hogy C\B és actH. Miv
(e, b)E P, ezért be¢H. Ugyanakkor bc{{H miatt (ac, be)d P, és igy (a, b)§ P, amely
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h&l az kivetkezik, hogy tetsz6leges R¢H esetén hacCH és hbe¢H. Igy (a, b)ev
Tehat P 2 Py és igy P = Py,
A kdvetkezd hdrom tétel reﬂe\n unitér részfélesoportok tulajdonsdgaival
tanc ﬂolatoc

Téiel [3]. Legven S félesoport és H reflexiv unitér részfélesoportja S-
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lohe p az S-nek S, -ra valé természetes homomorfizmusat.

egyszerii unitér részfélesoportja S-nek, hogy H < N, akkor Np részeso-

portja Sp -nak. Ha N még reflexiv is, akkor Np normalis részeseportja
S ~naL
3. Tétel [3]. Legyen S félcsoport. Ha IV és M olvan reflexiv unitér részféi-
cseportjai S-nek. amelyekre N T M és M egyszerti, akkor M,  normaélis
részesoportja S, -nek-és
(Sip)i(Mp) 2= Sip,
4. Tétel [3]. Ha H és N unitér részfélesoportjai az S félcsoportnak és H
reflexiv S-ben. akkor H N N vagy ires, vagy reflexiv unitér részfélesoportja

N-nek és

CH. Njp, o=

. ‘/Pgnzv'

5. Definicig. Legyen S iélecsoport és H részfélcsoportja S-nek. Akkor
mordjuk, hogy H normadlis unitér (réviden n-unitér) részfélcsoportja S-nek. ha
(a} H reflex{v és unitér részfélcsoportja S-nek.

(b) H minden unitér részfélesoportja egyszeri.

(c¢) Ha V olyan unitér részfélesoportja S-nek, hogy annak minden unitér rész-
félesoportja egyszerii, akkor (H, V) umteneszfelcsoport]a S-nek, (H. V> =HY,
és “H, V) minden unitér részfélcsoportja is egyszerd.

6. Definicié. Legyen S félesoport. S egy normdllanedn S;.i = 0.1. ...,k
résziélesoportjainak olyan

(1) S=8,28252>2... 25,

2
= k

monoton csékkend lancat értjiik. amelynél mindeni = 1.2, ..., kra §; n-uni-
tér részfélesoportja S;_;-nek. A k szamot az (1) l4nc hosszdnak nev ezziik.
Azt mondjuk. hogy az (1) norméalline komposicidldnc, ha S; = S,_;

(i=1,..., k) és minden olyan T-re, amelyre S, ;DT D S, és T olyan
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valédi reflexiv unitér részfélesoportja S;_;-nek, amelynek minden unitér rész-
félesoportja egyszerd, az kovetkezik, hogy T = S, i =1, E+1.Twt S, 4,
az ires halmazt jelol.

Akkor mondjuk, hogy az (1) és a

(2) S=H,2H D ... DH,

norméallancok egymaéssal izomorfok, ha k=n és a {0, 1, 2 ..., k} szdmok-
o e £ oz <
nak van olyan i —¢ permutéciéja, hogy Sypg, , o< Hypy, ..
7. Tétel [3]. Ha egy félesoportnak van kompozicislanca, akkor barmely
két kompoziciélanca egymassal izomorf.
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