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Bevezetés 

Legyen S egy félcsoport és H részfélcsoportja S-nek. Akkor mondjuk, 
hogy H reflexív S-ben, ha tetszőleges S-beli a és b elemek esetén ab akkor és 
csakis akkor eleme H-nak, ha ba is eleme H-nak. Továbbá H-t S unitér részfél

csoportjának nevezzük, ha ab, aEH-ból bEH és ab, bEH-ból aEH következik. 
Legyen a tetszőleges S-beli elem. Definiáljuk a H . . a = {(x, y)ESx S: 

xayEH} halmazt és segítségével a PH = {(a, b)ESXS: H .. a = H .. b} relá
ciót az S félcsoporton. Könnyen igazolható, hogy PH kongruencia S-en. A PH 
kongruencia fontos szerepet j átszik a félcsoportok csoport, illetve nullelemes 
csoport kongruenciáinak jellemzésében. Nevezetesen, ha H tetszőleges reflexív 
unitér részfélcsoportja egy S félcsoportnak, akkor PH olyan kongruencia S-en, 
amely szerinti SIPH faktorfélcsoport vagy csoport, vagy nullelemes csoport. 
Fordítva, ha P az S félcsoportnak olyan kongruenciája, amelyre SjP csoport, 
vagy nullelemes csoport, és H jelöli S/P egységelemét, akkor H reflexív unitér 
részfélcsoportja S-nek és PH = P. Továbbá a W = {aES: H . . a = D} halmaz 
akkor és csak akkor nem üres, ha SIP-nek létezik nulleleme. ilyen esetben S!p 
nulleleme egyenlő W-vel. 

A vizsgálatok első részében a reflexív unitér részfélcsoportokkal foglalko
zunk. Majd definiálva egy új fogalmat, az n-unitér részfélcsoport fogalmát, tet
szőleges félcsoportban értelmezzük a norm áll ánc és a kompozíciólánc fogalmát. 
Ezen fogalmak a csoportelméletben jól ismert normállánc és kompozíciólánc 
fogalmak félcsoportokra történő általánosításai. 

A fő eredmény az, hogyha egy félcsoportnak létezik kompozíciólánca, 
akkor bármely két kompozÍciólánca egymással izomorf. 

RefleXÍv unitér részfélcsoportok 

1. Tétel. Legyen S félcsoport és H reflexív unitér részfélcsoportja S-nek. 
Akkor P H kongruencia S-en és SIPH vagy csoport, vagy nullelemes csoport H 
egységelemmel. Fordítva, ha P olyan kongruencia S-en, amelyre nézve S/P cso
port vagy nullelemes csoport és H jelöli S/P egységelemét, akkor H reflexív 
unitér részfélcsoportja S-nek és P = PH' AW = {aES: H . . a = D} részhal-
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maz akkor és csak akkor nem üres, ha SIP-nek yan nulleleme. Ebben az eset
ben S/P nulleleme egyenlő W-vel. 

Bizonyítás. Legyen H reflexÍY unitér részfélcsoportja S-nek. Akkor PH 
kongruencia S-en. Megmutat juk hogy H egy PH-osztály. Legyenek II és g tet
szőleges elemei H-nak, illetye SoH-nak külön-külön, és legyen t tetszőleges 

H-beli elem. Akkor thtEH és tgtES-H. Következésképpen (h, gHP H' Így H bizo
nyos PH-osztályok uniója. Legyen a és b két olyan tetszőleges eleme H-nak. 
amelyekre (a, bHPH' Akkor léteznek olyan S-beli x. y elemek amelyekre pél
dául xayEH és xbyEH. lvIivel H reflexÍ',- S-ben, ezért ez az yxaEH és yxbEH telje
sülését eredményezi. amelyből a, bEH miatt yxEH és yxEH következik. l\ilivel 
ez ellentmondá:;;, H egy Pf-!,osztály. }Iegmutatjuk, hogy Hegységeleme SIPH

nak. Legyenek b, x. yES tetszőlegesek. Akkor xbyEH ...... yxbEH --- yxbhEH ~ 
~ xbhyEH és xbyEH -<-+ yxb~H ...... yxbh~H - xbhyEH tetszőleges hEH esetén. 
Így (b, bh)EPH' Hasonlóan (b, hb)EPj-f' Így S/Pa egységelemes félcsoport H 
egységelemmel. 

Legyen V {aES:H .. a-.~ } és W= {aES:H .. a= }.Az 
vánvaló, hogy V W = és VJ TV = S. Megmutat juk hogy vagy 
W = n, vagy W ideál S-ben. Tegyük fel, hogy W ..:.. n. Legyenek u:EW és 
vE V tetszőleges elemek. Akkor léteznek olyan x, .y elemei S-nek, hogy xv.vEH. 
:lVlásrészt xwyEH, mert wEW. Így (L wHPH' Következésképpen W hizonyos 
p H-osztályok uniója. NEvel minden wE W esetén xwy~H minden x, yES-re. ezért 
W egyetlen PH-osztály. Meg kell még mutatnunk, hogy W ideál S-ben. Legye
nek sES és wEW tetszőlegesek. Tegyük fel. hogy swEV. Akkor léteznek oiyan x .. v 
elemei S-nek, hogy xswyEH, amely ellentmond awEW feltételnek. Így swEW', 
Hasonlóan, wsE W. Így W ideál S-ben. Megmutat juk, hogy V,PH csoport. 
Legyen vE V tetszőleges. Akkor léteznek olyan x, ...... elemei S-nek. hogy xryEH. 
NEvel H reflexív, ezért (yx)t'EH. Ebhől pedig az következik, hogy V részfél
csoportja S-nek és V/Pa csoport. 

Fordítva, legyen P olyan kongruencia az S félcsoporton, amelyre SíP 
csoport vagy nullelemes csoport. Jelölje H az S/P egységelemét. Akkor H unitér 
részfélcsoportja S-nek. Legyen a, bES tetszőleges. Tegyük fel, hogyabEH. 
Ha aEH, akkor H unitér volta következtéhen bEH és Így baEH. Ha aEH. akkor 
b~H, és így Sa-val, illetve Sö-vel jelölve az a-t, illetve b-t tartalmazó P-osztályo
kat, Sa és Só egymás Íllnrzei S/p-ben. Így SbSa C;;;; H, azaz baEH. Tehát H 
reflexív S-hen. Megmutat juk, hogy P = P H' Legyenek a és b tetszőleges elemei 
S-nek az (a, b)EP feltétellel. Akkor bármely S-beli x és y eset én (xa)', xby)EP. 
Így xayEH -- xbyEH. Tehát (a, b)EPH' Tegyük fel, hogy (a. bHP. Akkor a kö
vetkező két eset közül legaláhh az egyik teljesül 
(1) a és b egyike eleme B-nek 
(2) a, b~B. 
Itt B jelöli S/P nullelemét. Megjegyezzük hogy ha SIP-nek mncs nulleleme. 
akkor csak a (2) esetet kell tekinteni. 
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Az (l) esetben tegyük fel, hogy pl. aEB. Akkor b~B és így létezik olyan 
x eleme S-nek, hogy x~B és bxEH. Így tetszőleges hEH esetén hbxEH. Lgyan
akkor haxEB, és Így hax~H. Ez pedig (a. bHPH-t jelenti. 

A (2) esetben két üjabb esetet különböztetünk meg. 
Ha abEH, akkor tetszőleges hEH esetén hab EH. NIivel (a, b )EP és Sj P 

c80port vagy nullelemes csoport, (ab, (2)~P, amelyből b2~H következik. Így 
hb'2~H. Ha abEH, akkor létezik olyan S-beli c elem, hogy c~B és acEH. Mivel 
((I, blEP, ezért bcEH. Ugyanakkor bc~H miatt (ac, bc)~P, és így (a, b)~P, amely
ből az következik, hogy tetszőleges hEH esetén hacEH és hbc~H. Így (a, bHFH" 
Tehát P ;;; PH és Így P = PH" 

A következő három tétel reflexív unitér részfélcsoportok tulajdonságaival 
kaBC"solatos. 

2. Tétel [3]. Legyen S félcsoport és H reflexív unitér részfélcsoportja S
nek. Jelölje p az S-nek SWlI-ra való természetes homomorfizmusát. Ha ""
olyan egyszeriÍ unitér részfélcsoportja S-nek, hogy H ~ lY, akkor Np részesü-

• N 1 fl ...- ; fl" kk i\' 'l" . pm'eJa ~/PH-na!d:.. a é' meg re eXlv IS, a - -or 1,p nornla IS reszesoport]a 
-nak. 

3. Tétel [3]. Legyen S félcsoport. Ha lY és ivI olyan reflexív unitér részfél· 
csoportjai S-nek. amelyekre N JI é5 JI egyszerif, akkor JI,ps normális 
ré--zcsoportja S/ps-nek és 

4. Tétel [3]. Ha H és N unitér részfélesoportjai az S félcsoportnak és H 
re-flexÍv S-hen, akkor H .1 iV vagy üres, vagy reflexív unitér részfélesoportja 
N-nek és 

(H, .!.V>/PH /"'J N/pH(\x' 

5. Definíció. Legyen S félcsoport és H részfélcsoportja S-nek. Akkor 
ll1cmdjuk, hogy H normális unitér (röviden n-unitér) részfélcsoportja S-nek. ha 
(a) Il reflexív és unitér részfélcsoportja S-nek. 
(lJ) H minden unitér részfélcsoportja egyszerű, 
( c) Ha V olyan unitér részfélcsoportj a S-nek, hogy annak nlinden unitér rész
félesoportja egyszerű, akkor (H, V) unitérrészfélcsoportjaS-nek, (H. V> = HV, 
és iH, V) minden unitér részfélcsoportja is egyszerű. 

6. Definíció. Legyen S félcsoport. S e-gy normálláncán Si' i = O. L ... , k 
részfélcsoportjainak olyan 

(l) 

monoton csökkenő láncát értjük, amelynél minden i = l, 2, ... , k-ra Si n-trni
tér részfélcsoportja Si_l-nek. A k számot az (l) lánc hosszának nevezzük. 

Azt mondjuk hogy az (l) normállánc kompozíciólánc, ha Si ." Si-1 
(i = l, ... ,k) és minden olyan T-re, amelyre S I - l ;;;; T ::::> Si és T olyan 
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valódi reflexívunitérrészfélcsoportja Si_I-nek, amelynek minden unitér rész
félcsoportja egyszerű, az következik, hogy T = Si' i =1, ... , k + 1. Itt 5,,+ l 

az üres halmazt jelöli. 
Akkor mondjuk, hogy az (l) és a 

(2) 

normálláncok egymással izomorfok, ha k = n és a {O, l, 2 ... , k} számok

nak van olyan i -+ t permutációja, hogy Si/PS
i
+

1 
~ H t/PH'+l' 

7. Tétel [3]. Ha egy félcsoportnak van kompozíciólánca, akkor hármely 
két kompozíciólánca egymással izomorf. 
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