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Egy félesoport a és b elemérsl akkor mondjuk, hogy €-(&-)ekvivalensek,
ha az altaluk generalt bal-(jobb-) idedl megegyezik. Ezt a kévetkez8 médon
jeloljitk: aCb(afb). Ismeretes, hogy az S félesoport a és b eleme akkor és esakis
akkor ©-ekvivalens, ha van olyan ¢ elem S-ben, melyre aSc¢ és c&b. Egy féleso-
portot D-egyszeriinek neveziink, ha barmely két eleme @-ekvivalens.

Bizonyos félcsoportokban fontos szerepet jatszanak az E. Sz. Ljapin [3]
altal bevezetett uin. néveld elemek. Az S félescport x elemét bal oldali néveld
elemnek nevezzik. ha a félesoportnak van olyan U valédi részhalmaza, amelyre
xS = S teljesiil. Hasonld a jobb oldali nével§ elem definicidja is.

A dolgozatban olyan végtelen matrixok vizsgalataval foglalkozunk, ame-
Iyek sorai is és oszlopai is megszamlalhatéan végtelen sok elemet tartalmaznak,
de minden sorban és oszlopban legfeljebb véges sok elem kilonbozik zérustol.
Ebben a matrixhalmazban az elemek egyenl@ségét, ill. két elem szorzatat a
véges matrixok egyenldségéhez, ill. szorzatdhoz hasonléan definidljuk. Az §sszes
ilyen matrixck halmaza erre a miiveletre nézve félcsoport. A részletesebb vizs-
galat targyat ennek a félcsoportnak egy, dltalunk P-vel jelolt, részfélesoportja
képezi. El6szor a P félesoport elemeinek egy konnyen kezelhetd el6allitasat fog-
juk megadni, majd bebizonyitjuk, hogy P®-egyszeri, tovabba tartalmaz mind
bal, mind jobb oldali novels elemeket. Végezetiil felvazoljuk a P félcsoport D-
osztalyat, és néhany megjegyzést fliziink ehhez az osztilyhoz.

A dolgozatban hasznalt jelolések, szakkifejezések és fogalmak vonatko-
zdsdban az [1] és [2] mivekre hivatkozunk.

2

Legyen S valamely K test feletti 6sszes olyan végtelen matrixok halmaza,
amelyeknek sorai is és oszlopai is megszamlélhat6an végtelen sok elemet tartal-
maznak, de minden sorban és oszlopban legfeljebb véges sok elem killonbézik
a K test zérusatdl. Az S-beli matrixok szorzdsat a véges matrixok szorzasihoz
hasonléan értelmezve nyilvanvalé. hogy az S halmaz erre a miiveletre nézve
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egységelemes félesoport. Az egységelem az

fOO...
fO..
Of

matrix, ahol f a K test egységeleme, 0 pedig a zérusa.
Jeloljitk G-vel az Gsszes olyan S-beli

Fay; +.. a;, 000 ...7
a; ... a, 000
0 ...0 f00
0 ...0 0f0
0 ...0 00f

matrixok halmazat, ahol n adott természetes szam az

Cay oot oay,)

!
Lanl e annJ

matrix pedig regularis. Kénnyen belathaté, hogy az S félcsoportnak a G halmaz ,
részesoportja. FEzek utln tekintsiik az S félesoport

0...0f00.
0...00f0...
0...000f...

...........

I

elemét, ahol az x matrixban az els§ n oszlop, az y matrixban pedig az elsS n sor
minden eleme zérus. ‘
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Legyen P az S félesoportnak az a részfélesoportja, amit a G U {x, y}
halmaz general. Kénnyen ellendrizhetd, hogy a P részfélcsoport generitoraira
igazak az alabbiak:

xy =e¢€, ex=2x, ye =y 1)

g =% gy = )
teljesiil a G csoport barmely g elemére.
Az S-beli szorzas definiciéjabél, valamint az (1) és (2) dsszefiiggésekbdl kézvet-
leniil adédnak a kévetkezdk:
1. kévetkezmény : Az x és y elemek végtelen rendiiek.
2. kévetkezmény : Minden p és ¢ természetes szamra
xP79, ha p >gq.
xPy? = te, ha p =g, (3)
¥¥7P, ha p <gq.

3. kovetkezmény : A P félcsoport minden eleme
yTsx” (4)

alakra hozhaté, ahol s a G esoport eleme, m és n pedig nem negativ egész szam.
(Az m = O esetben y%-t, az n = O esetben x%-t elhagyjuk.)
A kévetkezGkben a P félesoport néhiny tulajdonsdgira mutatunk ra.

I. 4 P félcsoport elemei egyértelmiien dllithatok el§ (4) alakban.
A bizonyitést indirekt dton végezve tegyiik fel, hogy
yMsx" = yitxl - (5)
fennall dgy is, hogy pl. m == i. Az 4ltalanossig megszoritdsa nélkiil feltételez-
hetjiik, hogy m > i. Ekkor az (5) 6sszefiiggés mindkét oldalat x™+*-gyel szo-
rozva, (3) és (2) miatt
N+ mEl—it]
adédik. Ebbél az 1. kévetkezmény miatt kapjuk, hogy
m—i=n—j=k5 : (6)
Ezt figyelembe véve, (5) igy alakithaté
i+kg itk

¥ = y'tx/.

Hai > 0, akkor x'-vel balrél és haj >0, akkoryj-vel jobbrél szorozva kapjuk,
hogy
yksxk = L.
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Kinnyen ellen8rizhetd, hogy ez egyetlen P-beli elemre sem allhat fenn, ha k
természetes szdm. Ezt figyelembe véve, (6) miatt (5) csak tgy teljesiilhet, ha
m = i és n = j. Hasonl6an kapjuk azt is, hogy (5) fennalldsdbél s = t kivetke-
zik.

11. A P félcsoportban a szorzdst a kévethez8 méodon végezhetjiik el:

yMsx" I ha n >,
(y™sx™)(y'tal) = {yMstal, ha n =1, (7

ATy :
¥ tx/, ha n <1

A szorzési szabély helyessége (1), (2) és (3) alapjan kénnyen ellen8rizhetd.

III. 4 P félesoport nivelBelemes. Az
A={sxl:1=1,2.3,...; 566G}
halmaz az 6sszes balnéveld, a
B={yx:j=1,2,3,...;1£G)}

halmaz pedig az Gsszes jobbndveld elemek halmaza.
A bizonyitéshoz tekintsiik a P félcsoport kévetkezd részhalmazait:

U, = {y"’*"ﬁx”: m,n=20,1,2....; u€G.}
Vi={ym":mon=0,1,2,...; vEG,}
aholi, j=1,2,3,....K0nny{latni, hogy az U, és Vj halmazok minden 7 és j

természetes szdmra val6di részhalmazok P-ben. Alkalmazva (7)-et kapjuk,

hogy
(sxi) U, = Vj(yjt) = P

fennall minden i és j természetes szdmra, és a G csoport barmely s, ¢ elemeire.

Azt, hogy az A halmaz elemein kiviil mas balnoveld elem nines P-ben,
a kivetkezd médon lathatjuk be. Legyen s a G csoport tetsz8leges eleme. Kény-
nyen beldthaté, hogy sP = Ps = P. Ebbél kovetkezik, hogy G-nek egyetlen
eleme sem lehet balnovels. Az yMsx’ (m = 1,2, 3,...) alaki elemek pedig
azért nem lehetnek balnévelék P-ben, mert minden ilyen elemre

(ysx')P = y™(sx')P = y™P  P.

Hasonléan bizonyithaté az is, hogy a B halmaz elemein kivil més jobb-
ngveld elem nincs P-ben.
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IV. A P félcsoport D-egyszerii.

Ehhez elegend® azt bel4ini, hogy a P félesoport y™sx” és y'tx/ eleme akkor
és csakis akkor €-(f-)ekvivalens, ha n = j (m = i).

Tegyiik fel elgszor, hogy (y™sx™)€(y'tx)). Tudjuk, hogy ez akkor és csakis
akkor all fenn, ha létezik olyan yPux? és y*vx?® elem P-ben, amelyekre

(yPux?)(y™sx") = y'txl (8)
és (y* v ) y'tad) = y™sx™. 9)

A (7) szorzasi szabélyt alkalmazva, ezekh&l kgvetkezik, hogy (8)-ban azm > ¢,
(9)-ben pedig az i > z esetekben n = j. Ha viszont m < ¢, akkorg — m + n =
= j. Ebb&l n <7 j adédik. Ez a (9)-beli £ <~ 5 és 5 — 7 -+ j = n Gsszefiiggések
miatt lehetetlen. Kaptuk tehét, hogy ha a fenti két elem €-ekvivalens, akkor
7= ]

Azt, hogy az n = j feltevésb&l (y™sx")€(y'tx") kivetkezik, kénnyti belat-

(¥'ts~1x™)(yMsa™) = yltx"

D
o

(_ymst_lxi)(}‘ilxn) — ymsxn,
ahol s71 az s, ¢t~! pedig a ¢ elem P-beli inverze.

Az &-ekvivalencidra vonatkozé allitds bizonyitdsa hasonls.
A IV. tulajdonsag alapjan felvazoljuk a P félecsoport (egyetlen) @-oszta-
lyat.

e

G Gx Gx*
1 yG yGx yGx*
@ yg },ZG:\- ‘y‘ZGx:.'

A kivetkez§ megjegyzésekben levs 4llitasok helyességérsl konnyen meg-
gy0zddhetiink.

Megjegyzések

1. A P félcsoporthan az Gsszes idempotens matrix az
I= {yTex™:m=20,1,2,...}

részhalmaz elemei.
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2. A G csoport barmely s elemére a
H = {1 sx, ys~1: tcG}

halmaz a P félcsoportnak generdtorrendszere.

3. A G csoport barmely s eleme esetén az (sx, ys~1) részfélesoport izomorf
a biciklikus félcsoporttal.

4. A J{-ekvivalencia kongruenciarelacié a P félcsoporton és a P[¥ faktor-
félesoport izomorf a biciklikus félcsoporttal.
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