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Bevezetés

Dolgozatunkban hizonyos illeszkedési struktirak desarguesi sikba valé
beadgyazhatfsigit vizsgaljuk.

Sziikségiink lesz néhény alapvetd fogalomra.

1. Definicié: Az I = (P, B, R) hirmast illeszkedési struktdranak nevezzik,
haP N1 B=0GéR CPxB.

P elemeit pontcknak, B elemeit blokkokunak nevezziik és (P, B)¢R esetén azt
mondjuk, hogy a P¢P pont illeszkedik a B¢B blokkra. R neve illeszkedési re-
lacié.

Most néhany — a kés@bbiekben fontos — példat mutatunk illeszkedési
struktirdkra. Valamennyi példdban a blokkok a pontok bizonyos részhalmazai,
az illeszkedési reldcié a halmazelméleti € relacis.

1. Példa:I = (P. B, €), ahol B a P halmaz rendezetlen elempérjainak halmaza.
2. Példa: Legyen a P,. ..., P, pontokbdl all6 K, teljes graf éleinek S = {S|,
Sy, ..., S,} egy olyan n nem iires osztdlyba valé sorolasa, hogy az S;-be
(i==1,..., n) tartozé élek paronként diszjunktak legyenmek. Tekintsiik az
alabbi I* = (P, B. €) illeszkedési struktdrat:

={P....,P} U{Sy..., S}

] ~n

B = {{P. P, S,} | ahol a P,P;él az S,-ba tartozik} U {{S;,....S.}}

3. Példa: Mleszkedési struktiradknak tekinthetd a projektiv és affin sik is.
Alapvet8en fontos lesz szdmunkra a bedgyazas definiciéja:

2. Definicié: Azt mondjuk, hogy az I = (P, B, €) illeszkedési struktira be-
dgyazhaté egy S projektiv vagy affin sikba, ha 1étezik P-nek S ponthalmazéiba
torténd olyan injektiv leképezése, amelynél az egy blokkban levé pontok képei
egy egyenesen vannak.

Ha az 1. Példaban szerepl§ illeszkedési struktirat projektiv sikba dgyaz-
zuk, akkor a bedgyazott ponthalmazt k-ivnek nevezziik (k = |P|). Ha speciali-
san k = g -- 1, ahol ¢ a sik rendje, akkor k-iv helyett ovélisrél, ha k = ¢ + 2,
akkor hiperovalisrél beszéliink.
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A bedgyazhatésiggal kapcesolatos problémak igen fontos szerepet jatsza-
nak a véges geometridkban. Ovilisok bedgyazisdval kapcsolatos SEGRE és
BUEKENHOUT hires struktiratétele, de bedgyazasi tételnek tekinthet8k a
kiilénféle zarédasi feltételekrsl sz616 tételek, igy GLEASON és LUNEBURG

tétele is.

Az affin szabilyes sokszogek probléméjanak altaldnesitasa

Ebben a fejezethen az aldbbi tétel bizonyitasat vazoljuk.

1. Téiel: Annak szﬁkséges és elégséges feltétele. hogy létezzék AG(g)-ban egy
olyan K k-iv, ahol ¢ = p®, p > 2 prim, k > 4 és K szeli az idedlis egyenesnek
pontosan k pontjat fogjak le az, hogy k osztéjalegyenagq + 1,q,¢ — 1 szdmok
valamelyikének. Ha k == p°, ahol s >> 1, akkor K eoyuttal affin szabélyos sok-
szbg is. Masként fogalmazva, a 2. példdban szerepld I* ﬂle:zkedéGi struktdra
pontosan akkor dgyvazhaté be PG(q)-ba. ha k osztéja aq -+ 1, q. ¢ — 1 szémok
valamelyikének. (AG(q), ill. PG(q) a g-adrenddi affin, ill. prOJeLtn Galois-sikot
jeloli.)

Az I* illeszkedési struktira bedgyazhatésaganak kérdése konnyen lat-
haté médon altaldnositdsa az affin szabalyos sokszigek 1étezése kérdésének.
Ezt a kérdést Karteszi Ferenc vetette {6l és tanitvinyal Korchméaros Gabor
[5]. valamint Nguyen Mong Hy [4] oldottdk meg egymastél fiiggetleniil.

Mindenekel6tt megemlitjik A. Bichara és Korchméaros G. egy tételét
amelyhez az alabbi definicié sziikséges:

Definicié: Legyen K C PG(q) egy ponthalmaz. Egy P¢K pontot a tovabbiak-
ban akkor neveziink jé pontnak, ha a P-n 4tmend minden | egyenesre [l N K| <

< 2. A j6 pontok halmazat J(K) fogja jelolni.

2. Tetel : (1. [1]) Leg} en K C PG(2%), |K| = ¢ - 2 egy ponthalmaz. Ekkor
vagy |[J(K)| = q + 2 (azaz K hlperovahs) vagy ]J(K)i < q/2. s e becslés nem
élesithet8, mert létezik olyan K halmaz, hogy |J(K)| = ¢q/2

E tétel analogonja pératlan karakterisztika esetén is bizonyithaté:

1
|
Ed , akkor

3. Tétel: Ha K < PG(q), q paratlan, [K|=¢+ 1 é [J(K)| >
|[J(K)] =g + 1 és K ovalis.

A bizonyitéas két lépé‘=ben térténik. Eldszor bebizonyitjuk, hogy ha K C PG(qg).
q paratlan, |K| = g + 1, akkor létezik egy olyan C, irreducibilis méasodrendii
goérbe, hogy J(K) C C~ Ezt SEGRE lemmaéjaval bizonyithatjuk. (1. [7])
Ezutdn megvizsgaljuk K nem jé pontjait. Legyen C a J(K)-t tartalmazé
ovalis és R = K — J(K). Ha van P¢K — C, C-re nézve bels8 pont, akkor a
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rajta dtmend (g + 1)/2, C-t szel§ egyenes mindegyikén legfeljebb egy J(K)-beli
pont lehet és mivel minden J(K)-beli pont rajta van valamely szel6n, igy
IJ(K)| < (g -+ 1)/2. Ha minden P¢K — C pont kiilsg, akkor hasonlé gondolat-
menettel azt kapjuk, hogy |J(K)| < (¢ + 3)/2. A [J(K)| = (g + 3)/2 eset azon-
ban nem fordulhat el§. Ugyanis ekkor C N R = 0 és |[R| = (g — 1)/2,!és ha egy
R-beli ponthoz hozzarendeljiik a rajta &tmend két érintdn levs J(K)-beli pontot,
akkor kiilonb6z8 pontokhoz nem rendeliink azonos pontot, vagyis |J(K)| >
> 2 - ((qg — 1)/2), ami ¢ > 5 esetén ellentmondés. A g <5 esetek irividlisak.

A geometria nyelvérdl ezutédn attérhetiink az algebriéra, ugyanis a mé-
sodrend{ gérbék pontjai indexelhetSk egy G Abel-csoport elemeivel dgy. hogy
ha gq. go» &3» 8166 akkor Pg!PgsHPgJPg‘ pontosan akkor teljesiil, ha g; + g, =
= g4 + &, Nevezetesen, ha a misodrendli gorbe ellipszis, akkor G = C ;.
ha hiperbola, akkor G = C,_,. ha pedig parabola, akkor G a GF(g) test additiv
csoportjaval izomorf. (C; az i-edrendd ciklikus csoportot jeloli.)

Definicié : Legyen A, B € G a G (additivan frt) véges Abel-csoport két komp
lexusa. Definiljuk a ,,0” komplexusmiiveletet a kivetkezéképpen:

AoB = {a + b|a€4d, b€B, a == b}
Az a == b feltétel miatt Ao B altaldban kiilénbézik (A4 -+ B)-t6l.

4. Tétel: Ha G egy véges additiv Abel-csoport, K € G komplexus, S = KoK
és |K| = |S| = k >4, akkor van olyan g€G elem, hogy a K + g komplexusra
teljesiil az alabbi dllitdsok valamelyike:

(i) K + g részesoport G-ben
(if) K + g minden eleme masodrendd és (K 4 g) |J {0} részcsoport
G-ben (0 a G zéruseleme).

A bizonyitis az A4 = {a + a | a€K} komplexus lefrdsidnak segitségével
torténik. Megmutathaté, hogy az 4 & S feltevés paratlan k esetén (ii)-t impli--
kélja, mig péros k esetén ellentmondésra vezet. 4 < S esetén csak (i) valésul-
hat meg. A részletes bizonyitast mell§zziik.

Végezetill mutatunk egy olyan példat, amely megmutatja, hogy az 1. Té-
telben valéban nem csak az affin szabélyos sokszogek johetnek szamitésba.

Tekintsiik a PG(p*) sikot és annak PG(p?) részsikjat, amely tartalmazza
az (1,0, 0),(0,1,0),(0,0,1)és (1, 1, 1) pontokat. Legyen x, = 0 az idealis egye-
nes és tekintsiik az %} = x,x, egyenletii kiipszeletet, mely AG(p%)-ben az y = x?
egyenletii parabola. Ennek AG(p?)-be esd p? pontjanak szeli az idedlis egyenes
(0, 1, 0)-t6! kiilsnboz8 PG(p?)-be esd p? pontjat fogjak le, affin szabalyos p? szog
pedig p*rendi sikon nincsen.
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Affin sikok és konfiguraciék beagyazdsa projektiv sikba

Ebben a szakaszban az affin sikok és konfiguraciék desarguesi projektiv
sikba vald heagyazhat6sagardl sz61l6 Korchmaros [6] és Bichara—Korchmaéros
[2] tételek elemi bizonyitasdval foglalkozunk. Tegyiik f61, hogy a bedgyazas
mér megtortént, azaz az A affin sik pontjai a P desarguesi projektiv sik egy
ponthalmazét alkotjdk. Nem fogjuk megkiilsnbdztetni A egyeneseit és az Gket
tartalmazd P-beli egyeneseket, mert ez nem vezet félreértéshez.

=3

étel : Desarguesi projektiv sikba dgyazott legalabb negyedrendd affin sik ki-
egészithetd projektiv részsikka.

Bizonyitds

I. lépés: Megmutatjuk, hogy az 4-ban egy parhuzamossereghez tartozd
egvenesek P-hen egy ponton mennek 4t. Alapveten fontos az alabbi észrevétel:
(*) Minden olyan Desargues-konfigurdcié. melynek pontjai A-beliek, zarddik.

Rajzoljuk meg az 1/a. dbran lathaté konfiguriciét. Az 1/a. dbran ?-lel
jelolt metszéspontok léteznek, mert T.A4,!|B;T, miatt T 4, |\ AT, és T, B, .
4 ByT,. (Itt XY az X és Y pontokon Atmend egyenest jelsli, || a parhuza-
mossagot.) Az 1/b. dbran ezeket rendre 4,-mal és By-mal jelsltik. Igy [, I*
kell legyen, mert kiilonben 4, 4,, 4, és By, B,, B,, I; N I* centrumd T,. T,.
T, tengelypontd Desargues-konfigurdciét alkotna, amib8l (¥) miatt I, N [*<l,
kovetkezne, ellentmondva [4||l,-nek.

Mivel T -et T,-t és B -et fixen tartva, ha Ty befutjat — {T;, T,} pontjait.
akkor B, és igy Bgra q — 3 lehet8ség adédik, igy I;-ra szintén ennyi. Kapjuk
tehét, hogy az l;-gyel parhuzamos egyenesek koziil legfeljebb egy nem megy 4t
I, és I, (P-beli) metszéspontjan. Ebbél az 1. 1épés trividlisan kiovetkezik.

Ha I egyenese A-nak, akkor jeldljiik i(l)-lel azt a P-beli pontot, amelyre
* esetén i(l)el M I* (idedlis pont).

2. lépés: Ha I, i L,, akkor i(l,) és i(l,) 6sszekot8 egyenesének nincs A-hoz
tartoz6 pontja.
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s csaknem nyilvanvald, igy nem bizonyitjuk.
.1épés: Azi(l) ,.idedlis pontok™ P-ben egy egvenesre illeszkednek. Ugyan-
bran szerepl6 ?-es metszéspont nem lehet A-beli, igy P desarguesi volta
s 4y, 4,. A, tetszdleges valasztdsa miatt kész vagyunk. '
Definz’cid: Legyen P projektiv ~1L l euyenece P nek A.¢l. 4.4l két pont.
A (PF = ((P\) U {4 IN{4,]). egyenese P-nek. hogy
B = r N P*}.¢) illeszkedési struktirat affin konfiguréciénak nevezziik,
Frdekes tény, hogy az affin sikok és affin konfiguraciék éppen azok az
n2-pontd halmazok, amelyek n? 4 n egyenest feszitenek ki (1. Bruen [3]).
Az 1. Tétel bizonyitdsanak mdédszerével megkaphatjuk Korchméros
és Bichara affin konfiguriciék beagyazdsardl szols tételének egy elemi bizo-
nvitasat is.

o]
[5:38
n

Masodrendd affin sik bedgvazasardl semmit nem lehet mondani, minden
négyszdg az, harmadrendd sikokrél sz6l Korchmaros és Bichara alabbi tétele:

2. Tétel: (1. [2], Lemma 1.): Papposzi (a K kommutativ testre épitett) projek-
tiv sikba kétféleképpen 4dgyazhaté harmadrendii affin sik:
(I) Kiegészithet projektiv ré<z<ikké
(I K La1aLter1=zt1LaJa =3, 2 — x -+ 1 reducibilis K felett és a bedgya-

zott affinsik az a3 + 23 -+ x5 = 0 harmadrendu g6rbe kilenc inflexiés pontja.

A bizonyitas koordinita-geometriai, most elhagyjuk. Megjegyezzik, hogy
a 2. Tételbl a bedgyazés egyértelmiisége is kovetkezik, A 2. Tétel (IT) esete leg-
hamarabb PG(4)-ben fordul el§, ekkor a beagyazott AG(3) pontjai egy unitarius
polaritds autokonjugilt pontjai.

Irodalom

1. Bichara, A.— Korchmiros, G.: Note on (g + 2)-sets in a Galois Plane of Order q. Annals of
Discrete Math. 14, 1 (1982)

2. Bichara, A.— Korchmdros, G.: n®sets in a Projective Plane which Determine Exactly n* - n
Lines. Journal of Geom. 15, 73 (1980)
3. Bruen, A. A.: The number of lines determined by n? points. JCT. 15, 225 (1973)




116 SZGNYI T.—WETTL F.

4. Hy, N. M.: Pdratlan rendif affin Galois-sikok ellipszise, mint affin szabélyos sokszdg. Mat.
Lapok. 23, 303 (1973)

. Korchmdros, G.: Poligoni affin-regolari nei piani di Galois d’ordine dispari. Rend. Ace. Naz.
Lineei. 56, 690 (1974)

. Korchmidros G.: On n*sets of Type (0.1, n) in Projective Planes, Journal of Geom. 15,
175 (1980)

7. Segre, B,: Ovals in a finite projective plane. Canad. J. of Math. 7. 414 (1954)

Tt

[

Szdnyi Tamas tudominyos segédmunkatirs
Wettl Ferene tudomanyos 6sztondijas




