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Gummiartige Stoffe haben infolge ihrer sehr guten mechanischen Eigen-
schaften in der Industrie hesonders bei Kraftfahrzeugen besondere Bedeutung,.
Diese Kérper zeichnen sich dureh ihre Volumkonstanz aus bei Einwirkung von
verhaltnism#Big kleinern Spannungen die elastische Verformung verursachen.

Bei der Behandlung gummiartiger Kérper nach der linearen Elastizitiits-
theorie finden mehrere Materialkenngrofien Anwendung, darunter die Poisson-
sche Zahl. DefinitionsgemiB ist die Poissonsche Zahl der Quotient der spezifi-
schen Dehnungen in Quer- und Léngsrichtung im einachsigen Spannungs-
zustand ecines linear-elastischen Stoffes.

Es ist bekannt, dafl bei Berticksichtigung des vollen Forminderungs-
bereichs sich der homogene isotrope Gummi als ein nichtlinearer elastischer
Korper verhilt, weshalb das lineare Materialgesetz fiir gummiartige Kérper
nur im anfinglichen Forménderungsbereich der als linear betrachtet werden
darf, Geltung hat. Es stellt sich also die Frage, wie die klassische Poissonsche
Zahl im Falle von Gummi aullerhalb der Anfangszone der Formé#nderung
interpretiert werden kann? Wir haben versucht diese Frage durch die im
weiteren beschriebenen Untersuchungen zu beantworten.

Das geradlinige rechtwinklige Koordinatensystem K(0X,X,X ;) sei das
Bezugssystem der Forminderungs — Hauptachsen, dessen Achsen durch die
Einheitsvektoren e, angegeben sind (¢ = 1, 2, 3). In dem genannten Koor-
dinatensystem werden die Poissonschen Zahlen nach folgenden Gleichungen

interpretiert
o, 0 (1)
op =0, =0 (2)
£
'Vab == "_b (3)
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g
Voo = — (4')
&q I
(a==bstec
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Die Kontinuummechanik lehrt, daff die Poissonsche Zahl eines homogenen
isotropen inkompressiblen und linear elastischen Kérpers v = 0,5 betrégt [1, 2].

Vop == Vg == 0,5 (5)

Bei der Priifung natiirlichen Weichgummis wurde von Wood und
Martin fiir die Poissonsche Zahl der Wert festgestellt, der den theorctischen
Wert von Toth [3] gut anndhert (Tabelle 1, Zeile 2). Bei der Priifung ver-
schiedener Gummis wurden von Frye fiir die Poissonsche Zahl die in Tab. 1
Zeilen 3—7 angegebenen Werte festgestellt [4]. Da jedoch die experimentelle
Ermittlung der Poissonschen Zahl y umstidndlich ist, berechnet man diesen
Wert in Kenntnis der einfacher messbaren Moduln E und G [5].

Tabelle I

Die gepriiften Werte der P. Zahl der Gummis

Werkstoff Poissonsche-Zahl Bemerkung

Weicher Gummi y = 0,49989 Nach Wood und
Martin [3]

Natiirlicher Gummi v = 0,49935
Butadien und Styren y = 0,49894
Butil Gummi y = 0,49691
Neopren (v = 0,49950 Nach Frye [4]
Nitril Gummi v = 0,49712

1. Physikalische Gleichung des Gummis

Die genaue Gleichung der Volumenkonstanz eines Festkorpers lautet bei
homogener endlicher Forménderung:

Aghph, =1 (6)
wo

=14 ¢,

=14 ¢

=1+ ¢

Ausdriicke der Dehnungsverhéltnisse sind
(a=¢Db == ¢)

(a, b, e=1, 2, 3)
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Die Poissonsche Zahl » eines gummiartigen Korpers kann auch nach
Cauchy-Green aufgrund der skalaren Invarianten des Forminderungstensors
angegeben werden. Diese Invarianten beziehen sich auf einen, nichtlinear
elastischen gummiartigen Stoff [6], [2]:

I(2) = 22 L a5+ 22
T0(3)y = 2222 = 5202 — 3252
ITH(2) = (D 4p 202 (7)
(a == b = ¢)
(a, b, e =1, 2, 3)

Die Forminderungsenergie-Dichtefunktion w eines gummiartigen Kér-
pers wird nach Kawabate [7] mit den Imvarianten (7) wie folgt angegeben:

w0 = w [I(A), TI(A), TI1()] (8)

Sehreiben wir z. B. den Ausdruck der relativen Spannung o, nach Gl. (8)
auf
. — w :_8'2_0_8_1_“2‘_ dw oIl N ow OoIIl 9)
® @), oI @), oIl ), oIIl 9},

(a=1,2,3)

Unter Beriicksichtigung von (7) ergibt sich die symbolische Form der
physikalischen Gleichung eines gummiartigen Korpers zu:

(10)
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of = 7 " arr "Vt oIl

(a == b == ¢)

{a, b, e=1, 2, 3)

Das physikalische Gleichungssystem des Gummis lautet naeh Elimination
von Ag

0y = 221[—6‘“—:” ‘{;‘% =+ .

ﬂ-J 1)

o1 2222|811
o, = 20, | 2 +(z;z+ ! )_8.18. (12)
or |1 nexz|err
2 ow aoy O
03 = — (22 + A3 13
WR PY; i+ %) an] (13)

Durch das Gleichungssystem (11) (12) (13) des Gummis wird also das
mechanische Verhalten eines elastischen Kérpers bei dreiachsigem Spannungs-
zustand beschrieben.
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Die allgemeinste Form der physikalischen Gleichung gummiartiger

Stoffe ist nach Haldsz [2]:

4
o*a:: + = 14
5 (14)
(a=1, 2, 3)

wo p die fiir den hydrostatischen Druck kennzeichnende Konstante ist.

2. Die Poissensche Zabhl fiir gummiartige Stoffe

Bestimmt man die Poissonsche Zahl im einachsigen Spannungszustand
gy 2> 0, 0, = o3 = 0, so erhilt man aus (12) (13) fiir die Dehnungsverhilinisse
den Ausdruck

(A de—1D) (28 +1)=0 (15)

Wird Gleichung (14) unter der Bedingung nach den Hauptspannungen
oy > 0 und 6, = o3 = 0 geldst, so gelangt man im Prinzip auf einem anderen
Weg zu den Ausdruck (15). ‘

Unter Berticksichtigung von (1) (3) (15) ergibt sich die Gleichung der
Poissonschen Zahl zu

ok

(16)

wo 4; =1

Das Ergebnis (16) lenkt die Aufmerksamkeit darauf, daf} die Poissonsche
Zahl eines gummiartigen Korpers eine forminderungsabhiingige Material-
kenngrifle ist. Nach (16) wird die Poissonsche Zahl »()) bei Forminderung
durch eine monoton abnehmende Funktion beschrieben (Abb. 1).

Um die Beziehung zwischen (5) und (16) zu untersuchen, bestimmen wir
den auf den Forminderungsbeginn bezogenen Gremzwert (A, == 1) des Aus-
drucks (16)

lim v(4;) = »(1) = 0,5 (17)
A1

Aus den Ergebnissen (5) (17) ist zu erkennen, dafl die Poissonschen
Zahlen fiir einen linear elastischen Kérper und fiir einen gummiartigen Kérper
zu Beginn der Forminderung gleich sind.

In den Zeilen 1 und 2 von Tabelle II. sind die berechneten diskreten
Werte von 2, sowie der Funktion (16) »(1;) im Dehnungsbereich 17 4, <C 1.5
zusammengefalit.

Nach dem Schrifttum wurde die Poissonsche Zahl »(4)) inkompressibler
gummiartiger Stoffe von Freudenthal [8] experimentell untersucht. Die von
ihm erhaltenen Ergebnisse beziehen sich auf das Dehnungsverh#linis 1, = 1,5
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Abb. 1. Die Funktion der Poissonschen Zahl des Gummis »(4;)

(Tabelle II. Zeilen 3 und 4). Die mechanischen Eigenschaften des Gummis
werden im Bereich der Kristallisierung verdndert. Das Ergebnis in Zeile 4.
bezieht sich auf ecinen solchen Sonderfall.

Tabelle IL

Werte der Poissonschen Zahl »(4,)

E § |

2 | 1,0 ! 1,1 1,2 1,3 | 14 ! 1,5
(%) 05000 0.4653 04356 \ 0,098 0.3871  0,3670
(2 ] 10,3650
WA . Nach Freudenthal [8] g 0.2671

[
Zusammenfassung

Eine der klassischen Materialkenngréflen der linearen Elastizitdtslehre
ist die Poissonsche Zahl. Betrachtet man den vollen Forménderungsbereich, so
verhalten sich die gummiartigen Kérper als nichtlinear elastische Stoffe, und
es stellt sich die Frage, wie in diesem Falle die Poissonsche Zahl zu inter-
pretieren sei? In einachsigem Spannungszustand wurde das physikalische
Gleichungssystem des Gummis untersucht und aufgrund der Beziehung zwi-
schen den Dehnungsverhilinissen die fiir Gummi kennzeichnende Poissonsche
Zahl ermittelt. Der Zahlenwert einer solchen Materialkenngrofie ist von der
Form#nderung abhingig, ihre Tendenz wird im Laufe der Deformation durch
eine monoton abnehmende Funktion beschrieben.
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