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Diese Arbeit befafit sich mit der informationstheoretischen Anwendung
der Variationsrechnung, insbesondere mit der Kapazitdtbestimmung einiger
spezieller Informationskanile.

Eines der Hauptresultate dieser Arbeit ist die Verallgemeinerung eines
Variationsprinzips von Shannon durch die Anwendung des Rényischen Infor-
mationsmalles. Es wird bewiesen, dafl jede kontinuierliche, positive Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion mit thren Nebenbedingungen eine Lésung cines
Entropie-Maximalisierungsproblems darstellt.

1. Einleitung und Problemstellung

Die Anwendung der Variationsrechnung in der Informationstheorie
ermoglichte die Optlmmrung der Entropie von kontinuierlichen Wahrschein-
lichkeitsvariablen, und zwar bei speziellen Nebenbedingungen [1—4].

Dies erméglicht die Charakterisierung einiger kontinuierlicher Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktionen als Lésungen vor Entropie-Maximalisierungs-
problemen, welche mit entsprechenden Nebenbedingungen versehen sind.

Betrachten wir jetzt ein Optimierungsproblem, welches Shannon in
seizier »A mathematical theory of communication« [5] behandelt:

oo

- s fx)Inf(x)dx = Max! 1)
0
f(x) = 0; falls x>0
flx)=0, falls x <0 (2)
Yf Jde=1 (3), S xf(x)dv=m (4)
0
Die Losung obiger Aufgabe — wie das Shannon bewiesen hat — ist
die folgende Dichtefunktion:
"0 falls x <0
x) = _ (5)
/&) { i ™ falls x>0
[m®

6 P. P. Transport. 1980, 8/2.
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Gestaltet man die Vqriationsqu%ab‘% (1—4) so, dafB} diese statt der Shannon-

schen die Rényische Entropie bzw. deven Maximum enthalte, so gelangt man
zum folgenden Variatmw problem:
— 2jog [ | f*(=)dx] = Max! (1%)
1 -z 6
fx) >0, falls x >0}
; )
flx) == 0, falls =< 0]
o o
(floydz=1 (3%, [s«flx)de=m (4%)
0

1afl jede kontinuierliche

lie 1.5sung eines Entropie-
Nebenbedingungen — auf-
it eines speziellen Infor-

zu hestimmen. Dis Werte der Parameter / und g sind aus den Neben-
bedingungen (3%), (4*) zu berechnen.
L4Bt man die sehr langwierigen Detailrechnungen weg, so erhilt man

als Losung die Funkiion

0 , falls x< 0
, L 7
Jlx) = o 1 1 —x x““ falls x>0 ()
Qe—1) " @2e—1)m
wenn
o
S |
o —1

Die Losung des Shannonschen Optimierungsproblemskann aus (7) durch
Limesbildung abgeleitet werden: Aus (7) folgt némlich:
0 , falls x <0
IO =1 5 e w0, ®)
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1 Dichtefunktionen
ierung

2 kontinuierliche und positive Wahyschein-
sung eines Entropie-Maximalisierungsprob-

nd die
(10)
x (13)
(14)
‘ (15)
| of'ngds= [ plnpds (16)
Daraus folgt, wegen (10), (15) und (16):
Hy)=—lo—0un jq plheds (17)
Die erste Ableitung nach u der Funktion I(u) ist
: - L0
I = — f plnpdy - —— j @t In pdx (18)
—— j\ q;“-dx —oa

welche nur an der Stelle ¢y = 1 gleich Null ist.
Die zweite Ableitung nach der Funktion I(u) ist an der Stelle

I"(1) = ‘S"qplngudt— _S plnpdy)? <

—ca —

So besitzt I(u) an der Stelle 4 = 1 ein Maximum.
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Aus Gleichung (15) folgt im Falle von 1 = 1 und w = 1 und schlieBlich
wegen (14):

J(&) = g(x) (20)

Die Ungleichung (19) soll noch bewiesen werden.
Fiir beliebige reale Zahl 7 gilt

e

| p(x)[lng — 2Pdx >0 (21)
Es wird ausgenutzt, daBl in (21) ¢(~v) eine Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion ist, und davaus folgt, daf
j?mhf¢dx——2L€¢ln¢dx2~%22>>0 (22)
bzw. | h

=3

(2 — g glngdx)? ~ f pln?gdy — ( Y glngdxy >0 (23)

—c — s — e

Durch die Wahl folgt aus (23) (19). daB

i= [ ¢ngds (24)

4. Bestimmung der Kanalkapazitat durch
die Optimierung von Doppelintegralen

Betrachten wir einen Informationskanal mit { Eingangs- und 5 Aus-
gangssignalen, bei welchen die gemeinsame Dichtefunktion von & und 7,
flx, y) ist.

Gegeben seien die bedingte Dichtefunktion der Wahrscheinlichkeits-
variablen 7 unter der Bedingung & = x, f(y!x), sowie die auf die Variable x
bezogene profizierte Dichtefunktion q(y) von f(x,y), und schlieBlich das
Shannonsche InformationsmaBl der auf die Variable ¥ bezogenen, projizierten
Dichtefunktion p(x) von f(x, y).

So wird fiir die Bestimmung der Kapazitit des betrachteten Informa-
tionskanals die Lésung des folgenden Variationsproblems bendtigt:

fjf@yﬂnm—;ﬂ~hdyzhhﬂ (25)
(x) ()

Sl y)
p(x)

flrlx) = = oz, y) (26)
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—_ fp Yinp(x)dx =m (27)
§ plx)dx =1, (28) p(x) =0, (29)
o}

falls f(x, y) = 0 oder x oder y = Null.
Es ist sofort resichtlich, dafl durch die Einfithrung der Bezeichnung

o

»(x) = } o(x, y) In 28 g0 (30)
9(x)
0
die Variationsaufgabe in folgender Form aufgeschrieben werden kann:

S r{x) p(x)dx = Max! (31)
S plx)de =1 (32)
Pl =0 (33)
- § () In p{x)dx = m (34)

Durch Anwendung der Lagrangeschen Multiplikatoren 146t sich verhalinis-
mifig einfach beweisen, daf} die Losung des Optimicrungsproblems (31)—(34)
die folgende ist:
Y
L [e " . falls x 0.

, falle x =0

(33)

wobei der Werte der Parameter 7 und p aus dem folgenden Gleichungssystem
zu ermitteln sind:

. Hx) 2
f e " dy=1e ", (36)
i

= »(x) 1~—;‘~

{ yix)e ¥ dyx= (u— i — um)e (37)

0

Wegen (31), (35), (37) und (38) betrédgt die Kapazitit des Informationskanals

C=p(l—m)—2
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o

Es gelang das Variationsprinzip von Shaunon durch Anwendung des Rényischen
Informationsmalies zu verallgemeinern. Es wurde bewiesen, dafl jede kontinuierliche positive
Wahrscheinlichkeitsdichtefunlktion mit ihren n Nebenbedingungen eine Lisung eines Entropie-
HMaximalisierungsproblems darstellt.
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