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ОБОЗНАЧЕНИЯ 

скорость звука a~ = %RT о 
поверхность, ограничивающая закрытую систему А = A(t) 
абсолютное значение скорости потока 
вектор скорости ПОТOI{а; ё = е(т, () по Эйлеру 
компоненты скорости потока в систе?l1е координат х ,}' :; 
Сх = сх(х,,}', ", (); Cv = с,,(х,,}', ", (); с' = cz<x,,}' ", 1) 
теплоё~1КОСТЬ ОТНQсящаяся I( единице массы при НСИЮlеННЮl Р 
теП.lоё;l1КОСТЬ относящаяся к единице ~~ccы при неизменню\ Q 

ПРО!lзводная тензора поля скоростей; 15 = 6ё/6т 
тензор скорости деформации 
ДИСCIJпатпвная функция 
внутренняя энергия единицы Лlассы; для идеального газа еь = с,.Т 
кинетическая энергия единицы массы; ее = с"/2 
ПО,lная энергия закрытой снстелщ 

единичный тензор 
массовая сила, действующая на единицу массы g g(T ; () 
энта.1ЬПИЯ едини~ы массы, для идеального газа i = СрТ 
импульс закрытои системы 

отношение КО,lllчества тепла трения и тепла вводимого в спстел!у 

сулшарная Л13сса спстемы 

функция определяемая в уравнении (] 9) 
давление; Р = р(т, () по Эйлеру 
ЧИСЛО ПраНДТ.1Я 
вектор леста в систеЛlе координат Х, :у, Z 

газовая постоянная 

время 

абсолютная температура; Т = Т(т, () по Эйлеру 
объёл\ закрыт()й системы v' = V(t) 
прщюугольные ко~шоненты вектора места в системе координат х, :у, z 
падение температуры в тер:vшческом пограНИЧНОl\! слое 

увеличение те1\шературы при адиабатичеСКОЛI торможении потока 
адиабатический показатель; % = Ср/С,. 
коэффициент теплопроводности 
коэффициент динюшческой вязкости 
теНЗ0Р напряжения 

плотность движущейся среды; Q = Q(T, t) по Эйлеру; фИЗIlчесю!: Q = Q(p Т) = 
= Q[p(T, t), Т(т, t)] 
оператор Лаплася; при скалярноу! apГY~leHTe f = f(x, )', z) 

/~'! = 6
2! .L 6

2! .L 6
2! v 6х2 I 82.у j 8=-2 

при векторном аргументе f = лт) 

viJ = grad div 1- rot iot 1 
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a/at оператор субстанционального дифференцирования: 

d 
dt 

а а + сх I а, а 
т Су 6у т С: 

1. Введение 

ОДИН из главных направлений развития совре:\lенного элеКТРО.\10ТОРО­

строения - увеличение ;,ющности приходяшейся на единицу объё.\1а. Одно­

временно допускае:'lюе тепловое напряжение ИЗОЛЯЦI!ОIШЫХ .\1атериалов 

ндляется ограничиваЮЩIШ фаl<:ТОРО:Уl повышения плотностн .\lОщности. При 

заданной качестве !!золяционных ?l13териалов желае.чая БО.lьшая П;lОТНОСТЬ 

МОЩНОСТИ осущеСТВlI:llа только Iштенсифин:ацией охлаждения. ЭТО.\lУ СIУЖИТ 

то нередкое конструктивное решение, в КОТОРЮl охла:ТI,дающую среду (чаще 

tзсего воздух, или водород) подводят как ~ЮiЮIO ближе к .чеСТЮl освобожде­

ния тепла по аксиальньш и радиальньш каналом ротора I! статора. Со стенок 

каналов тепло передаётся охлаждающей среде конвекцией. ПОЭТО.\lУ с точки 

зрения усовершенствования электромоторов интенсификация теП.10передачи 

fIMeeT огро:ушое значение, и это объясняет то, что научные раБОТНI!Ю! уде.1ЯЮТ 
ii'ольшое вшшан!!е теореТI!чеСН:О.\lУ и экспеРИ?l1ентаЛЫЮ.\lУ исслеДоваШ!Юl 

I1роцесса теплопередачи во вращающихся полях. 

В настоящей работе буде:'ll заНИ?l1аться составление:'l\ с!!сте.\\Ы уравнеНI!Й 

предстаВЛЯЮЩI!Х собой основу этих исстедований, и ролью уравнения энер­

гии в эт()й с!!сте.\\е. Так как в литературе liазванной Te.\lbI [4], [7], [8], [10], 
[1 i], р:2], [J ЗJ обычно исходят ОДНОЙ из сущеСТВУЮЩI!Х, готовых фОР.\t 

уравнения энерпш, а также нз-за несогласованност!! тер.\ШНОВ ВОЗ.\\о;,ю!ы 

Ifедоразу.\\еш!Я, К<i;,!,ется це.lесообразньш выводить ОСJЮВНУЮ C!iCTe~lY ура­

DнеIШЙ из ОСiЮВJIьr:-: законов природы, что ОДi!пвре:ilешю поясняет фИЗI!ческую 

основу преДПОЖ)iJ(еШIЙ, упрощающих создание .\\ате.llаТJIческоЙ .\\{це.1И. 

2, Система дифференциальных уравнений конвективной теплопередачи 

в задаШIO.\l KaHa,le конвективная теП.10передача опреде,lяется в первую 
очередь течеIше.\l охлаждающей среды. ПОЭТО.\lУ при раСС.\10трешш этого 

явления играют большую роль два основных уравнения ПЦРОДIша.\1JIКИ: 

уравнение неразрывност!! и уравнение двюкения. Первое выражает закон 

сохранения :'1ассы, а второе--закон сохранения импульса Д,lЯ ДВИ/КУЩИХ 

сплошных сред. В этих двух уравнениях кро:у\е J;:ОЭффицнента вязкости 

сплошной среды встречаются ещё .\lеняющиеся по всей Д.1ине l,alla.1a, в 06-
щеIll случае неУСТОЙЧIшые !! во вре.\lени скорость, давление I! П;10ТНОСТЬ. ПР!! 

несжиыаелюй среде плотность :lю}ке;\\ считать заданной и постоянной, I! так с 

помощью И,\lеющихся двух уравнений .\Юiке.\1 определить не!!звестные Сl-(О-
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рость И даВ.lение. В процессе теплопередачи на ГИДРОД1lна;,шчеСКJjе процессы 

накладываются ещё 11 теП.lОl3ые потоки, вследствие чего течение среды стано­
Вlпся неИЗ[JТер.\шчеСКJШ. Это существенно осложняет задачу, ПОТО.чу что 

ИЮiеняющаяся те.\шература увеЛИЧlIвает на одно число неизвестных, 

- П.lОТНОСТЬ движущейся среды теоретичесю! перестаёт быть ПОСТОЯН­

НЬШ, а стаН(1ВIiТСЯ функцией тер.\\О;:ЩНа.\шческого СОСТОЯНИЯ, 

- ФизичеСКJ!е рс:rИЧIlНЫ (коэффициент ВЯЗКОСТИ, уде,lЬЕ<J.Я ТСП.'10l1YI­

I~OCTЬ, ю)эффиuиент теП.lОПРОВО,J,НОСТИ) хараЕтеРНЗУЮЩIlе .\\tlтериа.l Д-ВН;'КУ­

щейся сп.lОШНОЙ cpe,J,bJ TOiKe будут ИЗ.\1еняться. 
д.'1Я опре,J,е.lеш!я пят!! новых НСI!звестных ВС.1IIЧШI (Т, Q, ,и, с" ),) по­

ЯВ.'1ЯЮЩIlХСЯ ЕЮ, пеГС.\iенные 13 процессах течения, связанного с теП.lопередг­
чей, необх();l,!f.\Ю ,J.ОПО.1НИТЬ два уравнения Г!!ДРО,J.jjна~!ш·:п ДОПО.1НИТtльны;vш 

ураВ!Iеш!юш. В СЕЯ3II С ЭТЮi c.le,J,yeT !lО;:.у.чать () Т('1.\I, что тер:.1О;:rлнз.\шчеСJ(ое 

СОСТОЯШ\(: C'II:',]" ИСПО.lьзуе:\IЫХ ;I:1Я О:СJaждеШiЯ Э.lектро.\ЮТОРОВ 

через уравнен!Н: ТI:'РЧI!чеСЕОГО СОСТОЯНИЯ ТIша j(p, Т, Q) = о О,J.IюзнаЧiЮ опре-

де,lяется лоБЫ.\l дву.\\ ]13 TptX парсшетров теГ:ЧIiческого состояния '" ) 1 , е . 
Так Ю1К ПРИ ,1'Шf{(;.\\ ОХ.lа,],IП('.lе характеГ]]СТ;IЕН .'.'(!териа.l(l ,и, с/. r; }. зависят 

TO.lbl,O от теР:,!О,l'иН(l'шческого С'.)СТОЯН!!j" .• 1:\ зш\чt!:I,J: ЕыгаiЮ1ЮТСЯ также с 

по.ч(нцыI) НС1ЗiJгln:ЫХ ;т.nух Л(lра}1е-ТJ!GВ, Та},:, (:C.'"111 }< ;ТЛВ.IСНIПn, YiEe встrеч,l!О­
ШбiУСЯ r.:: уравuеШI!I ,J,J3ЕiкеIШЯ, ПТОРЫ.\\ незаЕiIС:!.'·:Ы:,l парачеТРО.\l теГ:ЧI:чес­

],ОГО СОСТОЯНI1Я Еы6рать Tc};nej!aTYPY, TotJ.a четыре ;~(IП(!.lШiт(':rЬНЫI: ypablle­
НШ1 .\\Oif\!!O заШlсаТL 13 BIi;le: 

1} Q(p. Т) 

и = u(р. Т) , ,. 

С,. = с,,(р. Т) 

i. = i.(p. Т) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4 ) 

(Уравнение (1) есть уравнение теР:\\ИЧССI(ОГО СОСТОЯНIiЯ охладите,l}]. Уравне­
ния опре,J,е:1ЯlOщпе пар,шетры :\lатеРllала (2). (3) !I (4) обычно ii',I(-ЮТСЯ в 

Вlще э.\ширичеСI(I!Х ПО.1ИНО.чОВ.) Нео6ходи:\\Ое ещё пятое ДОПО.lнительное 

уравнение ,J,О.liЮ-IO пояснить распределение в пространстве I! ВО вре;\1ени 

тс.\шературы выбранной незавиоl.\1ЬШ тер:ЛОДИНа.\lИчесюш паРа.\lетром со­

СТОЯНIIЯ, то есть ,J,ОЛiЮro характеризовать не состояние, а процесс. Таю]м 

уравнеlше:ll является ;,'равне!Iие энергии, выраiкающее принuип сохранения 

энергии, описываюшее ИЗ~,tенения cy.\1i\lap!!OrO энергосодержания ТО.iП(ован­
ного как СУ:\l.\!а кинетической и внутренней энерГ!ш ,J,вижущейся среды в 

аэродина.\шчеСКОill процессе теплопередачи. 

Таюш образо.\\ Д:1Я ВЫЧllсления трёх пере:\\снны:\ (скорости, ;J,авления, !-! 

тепературы) определяющих ;\\еханическое и теРilЮДИI!3.\шческое состояние 

ДВИiн:ущейся cpe,J,bI, Iшеется три незаВИСIЫ1Ы:\, основных фПЗI!чесю!х принци-
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па: законы сохранения лшссы, Иllшульса и энергии. Эти принципы сохране­

ния дополненные уравнениями (1)-(4) - образуют закрытую систеЛlУ ура­

внений, с ПОllЮЩЬЮ которой общая задача конвективной теплопередачи тео­

ретически 1Iюжет быть решена. Так как уравнения (1)-(4) не зависят от 
процесса, а зависят только от рода охладителя, в дальнейше~l буде2\Н!Х считать 

заданньши, и заниматься буде,,! только уравнениюш, выражаЮЩI!"\Ш прин­

ципы сохранения. 

/!,т А (t) 

Рис. 1 

Масса, ~ВШУ;lЬС, энеРГIlЯ - это три таких физических понятия, носитеЛe"ll 

которых является сюш движущаяся .\штерия. Их принципы сохранеНIIЯ це­

лесообразно лште.\штически офорлшть с Пo:lющыо предстаюения Лагранжа, 

который наИЛУЧШИ.\1 обраЗО"\l выражает это установление. Это означает, что 

нужно изучать судьбу конечного объёllla содержащего определённого и 

неИЗ:'liеняе.\lOе количество lI\атериала, так назьшае.\lOЙ закрытой системы, с 

точки зрения ИЮlенения во вре.\lе!ш его .чассы, юшульса и энерпш. Важно 

подчеркнуть, что .\\еняющиеся во вре'.lени физические паРЮlетры (как на­

ПРШl1ер, скорость, те"\шература и так далее) в предстаВсlешш Лагранжа озна­

чают всегда паРЮlетры (скорость, те.\шературу 11 т. д.) одного II того :же 

эле.иенmа .\юссы. Отдешш от окружения, по pIlC. J\Q 1, 01юбую, но содержащую 
неизменно одни п те же элементы .\\ассы, часть движущейся сплошной среды 

объё1VlO"\l V, .\1Н!шой, закрытой поверхностью А. Этот объё.\l, ДВI1ЖУЩИЙСЯ 

Юlесте с ПОТОКО.\l, фОР1l1а и раЗ.\lеры которого .\\еняются во врe"llеНII, :iюже~l СЧI!­

тать закрытой систе"\\ой, так как по определению не происходит пере~lеIШ 

его эле.\1ентов .\шссы с окружающей средой. Принципы сохранения СФОРЛlУЛИ­

руются в форме балансовых уравнений этой закрытой систе:l1Ы. 

Баланс .\юссы зmсрыmой сисmе.ны. Так как определение .\ШИ:\lOй гранич­

ной поверхности А исключает ВОЗ:1l0ЖНОСТЬ оО.\lена .\штериаЛО.\t l\lежду систе­

люй и окружающей средой, :lшсса М закрытой систе.\1Ы не ,\южет ИЮlеняться во 

вреЛlени: 

ам = ~ Jf' edV = о. 
dt ас 

(5) 

уи) 
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Это и есть балансовое уравнение, выражающее принцип сохранения 

массы. 

Баланс U.нпульса закрытой систе.НЫ. Принцпп сохранения и:\шульса 

выражает, что из:нененпе за единицу вре:\lени полного шшульса закрытой 

систе:\1ы j, полученного как су:>ша эле:\lентарных ЮШУЛЬСОВСQdV, равняется 
ровнодеЙСТВУЮЩЮl всех сил действующих на СИСТе:\lУ. 

По cBoe.\lY физичеСКО;\lУ 01ылуy эти силы возникают ИЛИ вследствие 
действия Енешних силовых полей в каЖДО:Уl эле.\lентарном объёЛlе av СИСТе:\lЫ 
как :li.3CCOBbIe СИ.1Ы (дальнодействие), или вследствие локального напряжён­
ного состояния на эле.\1ентах аА окружающей поверхности как поверхност­

ные СИсlЫ (близкодеЙствпе). Эти силы ;\ЮiЮ-IO заПl!сать соответственно в фор-

1I1е gQ av и ;d.J.. Значит баланс юшульса закрытой СIIсте1l1Ы Iшеет форму: 

а! (1 \'~- а-' J-'V J"=d ,7 - = - cQ V = gQd + Ji 'д 
(lt dt., 

(6) 

v(t) v(t) Аи) 

(НОР.\i.3льныЙ вектор d.J эле.\lента поверхности аА направлен в сторону окру­
жения. При определении области интегрирования подчеркнё.\l, что объё.\l V И 
110верхность А являются функцrrя:>ш вре:\lени t.) 

Баланс энергZ/l1 закрытой Cl1CmeJlbl. СУ:lшарнзя энергия систе.\lы ВЫХОДIIТ 
IIЗ объё.\lНОГО интеграла су.\лlы кинетической энергии ecQdV и внутренней 
энергии ebl!dTT эле.\lентов :чассы QdV·. Так J,aK от поверхности А не требовалось 
быть жёстюш и адиабатичеСКIШ, эта поверхность даёт ВОЗ\lОЖНОСТЬ на энер­

геТllческое ВЗaIВiOj\еJIствие cllcTe.\1ы и окружающей среды. Вследствие этого 

полное энергосоцеРiКilН11е закрытой CJ1CTe.\lbI буцет фуш(цией Bpe.\leHJ!: 

Е E(t) = J (ее еь) QdT7
. 

V(r) 

Если ИСКЛЮЧIIТЬ рацl!ационную теплоперецачу .\lежду Сl!сте.\lOЙ !i окружа­

ющей срецой, и сде.lать оговорку, чтобы внутри спсте~lЫ никакого источ­

ника энергии (химические реакции, освобождение джоулева тепла и т. д.) 

не было, то ПРIIЧИНОЙ ИЮlенеI-IИЯ полной энергии систе:\lЫ слу:н-(ит с одной 

стороны работа сил действующих на систе:\lУ, с другой стороны тепло­

вой поток, осуществляюшийся как :\lOлекулярная теплопроводность 7Ilежду 

систе.\lOЙ и окружающей средой через граНI!ЧНУЮ поверхность. Эш взашlО­

действия по соглашению .\lОгут считаться позитивны.\ш, если он!! увеЛИЧI!­

вают энергосодержанпе систе:\iЫ. 

После этого баланс энергии 7IlОже:\l СфОР.\lулпровать слеДУЮЩI!.\1 обра­

зом: ИЮlенение полной энергии систе:\1Ы за ецИНIiЦУ времени равняется ал­

гебраической СУЛL\lе мощности сил, действующих на систe.vlУ и теплоты пере­

даваемой через граничную поверхность за единицу вре:\lени. Работа за еди-
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ницу вре?l1ени над эле:\lе]"Пo:'ll :\lассы (!dV. Движущегося со скоростью с в сило­
ВО:\l поле с интеНСIlВНОСТЬЮ g равняется cg(!dT7, а ЛlOщность поверхностной 

силы ;d>I действующей на эле:\lент поверхности а.4, ДВI!/J{ущегося со ско­
ростью с, равняется c:raA". Тепловой поток проходяший через эле.\ieJ-П по­
верхности а.4. за еДИНI!ЦУ врe:vlени .,южно получить по закону теП.lОПРОВОДII­
мости Фурье с правильньш знаюш II Пo:'llOщью ПРОJJзведеЕПЯ i. gгасl Td.J.. На 
основе этих СОООРaiJ\еНI!Й :\10iЮIO записать oa,laHcoBoe уравнение, выража­
ющее принцип сохранения энергии в ФО\Ч1е: 

аЕ а' 

ас' = lt' I (ее 
а " 

VU) 

J cgQdT/­
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J i. gl'acl Tcl.4. 
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Интегральные у!"шнеН!!Я (5), (6) ]! (7) сфор:\\у.1IlРОВ'Шi!ые предстаВ.lе­
Iше.\1 Jlагра]jжа очеЕЬ напядны II с оольшоi1 I3ерностью пере;:шют ф!!3Iiчес],ое 
содержание ПРШЩНПОВ сохр,tIIеНIIЯ. Однако их ПРlшенеНIiе Е конкреТНЫ.\'l 

Сlучая.\\ СОПРОВОiК;1,ается QП.1ЬШЮШ .\ште.\iaтичеСЮJ.'I\И затруднению\!!. П ред­

ставление Эйлера дает гораздо проше Щ)Юiеняе.'llУIO .'ШТБШТIIческую .Vj(\де.1L 

потока. Это представление связывает физичес](пе xapal\TepHCТI!I\H не с дви­

iJ\ущейся средой, а геО.'l\еТР!!ЧССКШl пространство:.!, то есть ПРИН!i.чает ИХ 

матеЩ!ТI!чеСЮi I!е функцией Э;lе.чеIIта .'laccbI и вре:неНII, а функцией :'leCTCl Ii 

вре:llСIШ. Теперь .\lЫ перспишс:" балансовые уравнения (5) (6) 1] (7) в СООТIЗЕ:ТСТ­
вуюшей предстаE.lеншо ЭЙ:lера фОР.\lе, а Юlенно дифференциа.1ЫIЫ.\Ш ураш!е­

IIIIЮ\I!, со;:щпсащшш УТБСР/К;:I,енне ОП]')СЯЩ('Е:СЯ Е одной т()ч!·~е простраНСТDа. 

Д:1Я это]! цели в .1enbIX частях уравнен!!]! пере:Vlенястся П(Jc.lе:Lовате.1Ь­
!]()сть интеГРIJрования по оОъё.\\)' И дифференцирования по Dpe.\";C!j]i, II стедует 
ПРIIНЯТЬ во вшша!ше, что Щlсса в эле.чеНТЩН!О.\1 оОъё:'l(, во ГЗРС.У,СНI! постоянно. 

ПОС:lе ЭТОГО стоящие в правых частях поверхностные интегра:IЫ преООрLlЗУ­

ются с ПО.'l\Ощью теоре:чы Гаусса-ОстрограДСЕОГО в объi::>iI!ЫЕ: шпегра:IЫ. 

Наконец, исходя из соображения, что уравнения (5) (6) !! (7) AO.liKHbI быть 
верны.\Ш при люБО.\l выбранно.\l оОъё.\lе V, ПО.lучае.'\ нско.\\ые ;:щффеРЕ:НЦИ­

альные уравнения: 

dt 
Q cliy с , (8) 

ас - D'-о - = оа + lY ;r . 
~ dt ~I::J. • 

(9) 

(10) 

Субстанциальная производная фор.'lЮЙ dfldt физических характеристик 

f = Лт, t) данных л,еТОДО:\1 Эйлера в левых частях уравнений ПРОИЗВОДIlТСЯ как 
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СУ.\1:\Ш ЛОЕальной н Еонвективноl1 производноl1 этой же характеРИСТI!К!!: 

а! 8! 
dt 8t 

8! _ 
-с. 

а,. 
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(11) 

Урзвнение (8) есть уравнсние неразрывНОС17Ill. Его значение Сс1сдующее: 
в е;:J,ишще объё.\13 СЧlIтае'\юl1 открытой систе'\юl1 ПРИРОСТ :\шссы за единицу 

вре'.1ени BC1e;:J,CTBHe ЛОЮ1ЛЫЮГО II3:'vlенеНlIЯ плотности рзвняется 3.1геБР3II­

ческой су.Ii.\lе потоков :\\ассы через г])шшчную поверхность едшшцы объё'\lа за 

еДIШIЩУ вре.чени. 

Урзвнение (9) есть уравненис ОвиЖClll1.7. В .1евоЙ часТIJ сто!!т произве;з,е­
нне '\!ассы едшшцы объё'\13 и субстанциа.lbllОГО ускорения, первый член пра-

13011 чаСТII-.чассовзя СII.1а а BTO])ol1 Ч.1ен--поверхностные силы ;з,е11ствующие 
на е;цпшцу объё~lа. 

Уравнение (Ю) есть урасnенuс энергilU. по }\(iTOP(I;\\Y субстанuиэ:тьное 
ИЗ,\lененпе ПО.1НОГО энергс;со;з,ержания е;з,mrиuы объё:'1а СП.l0ШIJОЙ СJ'е;з,ы за 

единицу вре'.lСIШ равняется а.lгебраичес!.::пl1 CY.\1.ile ЧОШ,НflСТI! .чассовых СИ.l 

(первый Ч.lен правой части). ПОс1НОЙ работы за едшшцу I!геЩ~IШ поверхност­

ных СII.l на е,J.!!Н!ЩУ объё:llа (IЗ:(jРПП Ч.lен праВОI! Ч?СТ!1) 11 сnобщае\10li е:щ­

Il!щеu объё~ш теП.1(!ТЬ! за едшшцу вре~iе!iИ (трет!!й Ч.1С!! ПГ,ШОП частл). 

СJlсте.ча этих трёх ;з,I!ффереНUllа,lЬЕЫХ урвнеlШП ЯБ.lяется основой 

пцро- 1! теР:\\ПДJ!ilал!ческ,ОГО иссле,J,оuаlШЯ ,J.РЮI;еНI1Я СП~lОШ;1Оi! среды. 

Уравнения в ,J,al]]IO'\1 LЩ:Lе '\югут быть I!СПО.'lЬзоваIIЫ при ](райне ()БJl~!iХ усло­
виях. Движущаяся среда '.ю/кет быть JlЬЮТОIЮВС](ОЙ 1I.1J! не-ньютоновской, 
сжих!ае:'l10I! I!~lJJ неCiI\I!.\\ае'.\ОЙ, ВЯЗКОСТНОЙ ИЛII IIдеальной, ](,iП.1еЮ!ДIIОЙ II;lH 
газообразной. ФИЗJlчеСlrлЕ' ха рю(теI'JJСТI!J\I! её .i1ClтеГШCl.lа .,·лгут быть неизчен­

НЫ7\Ш 11.111 ФУJlКЦИЮШ те:'lшературы и дСlВ.lеНIIЯ. СЮi пото]( .\[ржет быть ста­
ци()парньщ I!ЛИ нестационарны.\\' люшнаРIIЬШ ИЛИ турбулентньщ. (В IIОСс1ед­

Нбl С1учае ну/кно ПО,J,ставить в уравненне :llГllOueHHble, то есть СО;:Lер;,кащие и 

КО:'lшонент ПУс1ьсаЦИII, значения IЗе,lИЧИН II:\lеющих турбулентные ПУ.'1Ь­

сацпи.) Нару;,!(ные силовые поля '\югут быть потенциальньши И,ll1 Бихревы­

.\ш. Ограничения ~шеются TO.lbKO при ИСПО.lьзоваНJIИ уравнен!!я энеРГII!l: 

З;:J,есь необхо,J.ЮЮ ИСI(.lIOЧIiТЬ радиационную теплопередачу, и внутренние теп­

,10вые I!СТОЧНI!К!!. 

Исследования явлений течения и теплопередач!! в охлаЖ,J,ающих кана­

лах ротора элеКТРО:lЮТОРОВ целесообразно про изводить в систе:l\е координат 

вращающихся В:llесте с POTOP0:ll. Решение пробле'\\ы знаЧI!Т lIайт!! такне 

f = j(1-, t) ФУНКЦИИ, С пюющыо которых .\\Ожно В любой .\\o:lleHT опре;з,е.1ИТЬ 
пространственное распре;:J,еление СКОРОСТ!!, ;:J,авления и температуры. Из 

силовых полей действующих на движущуюся среду гравитационное и цен­

тробежное силовое поле :'IlorYT считаться известньши, но поле Кориолиса 
также не означает новую неизвестную, так как определяется относительной 

скоростью и угловой скоростыо ротора. Теплота - опре,J,елённая электри-
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чесюши и il13ГНИТНЫ1lШ процесс3.\ш и переданная за единицу времени охла­

дителю тоже может считаться заданной. ГеОi\clетрические раЮlеры .\\Отора и 

изучае:\1ые режю1Ы работы (пуск, стаЦlIонарный реЖII.Ч, I:IЗЛlенения нагрузки, 

остановка) дают начальные и граничные условия пробле.\1Ы. Если .\lbI ю\ее.\1 
данные о il13териале охладше.:JЯ (С.\ютри ДОПОЛНIIтельные уравнения (1 )-(4» 
и уравнение его напряжённого состояния (с.Уютри ниже), то с ПО.\ющью систе­

:l1ы дифференциальных ураВl~ений (8) (9) и (10) .\lOже:\l однозначно определить 
три ИСКО:\lые функции распределения. 

3. Анализ роли уравнения энергии 

в дальнеЙше'.l обраТIШ вюшание на Y;JabheI-ше энерпш. 

Уравнение (10) связывает частичные lIjJРцессы стоящие в сложной связ]! 
друг С ДРУГЮl. Одна часть этих процессов является совсе.\1 :'lеханичесI-CОЙ, 

другая непосредственно ПРIlвлёl~ает з(\ собой Iiю!еJIение внутренней энерпш, 

а третья связана со ВЗШ!.\ШЫ.\l или необрати.\lЬШ превращение.\l друг в друга 

ЮIнеТIIчесI-CОЙ и внутренней энерпш. 

С энергетической точки зрения наиБО,lее простьш В!ЦО.\1 течения явля­

ется изотермическое дв!!жение сплошной среды как твёрдого тела. В ЭТО.\1 

случае работа поверхностных сил цеЛIlЮJ.\! используется ЧI!СТО .\lеханичеСКIi: 

для ИЮlенення кинеТIIческой энергии систе:\1Ы IIjи.1!! для переillещеJШЯ систе.\1Ы 

против наружных полей. В это:'.! случае для ВЫР(\iI,еш!Я пршщип(\ сохранения 

энергии нужно было бы .11IШЬ составить б(\.lанс кинетической энергии. Но при 

течени дефор.\шруе.iюJ! среды Ч3СТL работы поверхностных СИ.1 раСХО.J.уется на 

упругое I!ЮlенеНIIе объё.\\а C!!CTe.\lbI, ,l.ругая часть неГJБР(\ТIШО превращается в 
теплоту трения (рассеIIВается), I! только оставшаяся часть ЛI0iкет быть ис­

ПОЛЬЗОВЮ!а В чисто .\\еханичесн:их целях. В3iЮIO подчеркнуть, что в отличие 

от работы изменения объё'l1а процесс р(\ссеив(\ния ВОЗI-шкает и пр!! движени!! 

неСЖIН1(\е'lЮЙ среды, ](огд(\ дефор.\l(\ЦИЯ выраil\:(\ется ТО.1ЬЮ) ИЗ.\lенение'll 

фор.иы системы, но величина обьё.llа не :\lевяется. Работа I1З\lенения объё:на и 

гассеивание происходят с IIЮiе!-Iеlше.\l теР'l10динюшческого состояния, то есть 

выходят за рЮ1К1! понятия :\lеханической энерпш. ПОЭТО.\lУ в обще:'1 случае 

движеНIIЯ сжюше'llОЙ среды ПрШЩИП сохр(\нения энерпш ну/кно выразить 

6алаНСОВЫ.\1 уравненпе.\1 фОР:\\ОЙ (10) ОТНОСЯЩЮIСЯ к полной энергии. Н(\конец, 
.\lОжно понять И то, что при движешш неСiЮ!.\ше.\lОЙ среды как нетвёрдого 

те.1(\ б(\ланс внутренней энергии ДВI!жущейся среды однозначно определяется 

ВВОДШlОй снаружу теплотой и рассеянной вследствие внутренней трении 

.\lОщностью, так как в такой среде нет ВОЮlОЖIlОСТИ взаШlного превр(\щения 

кинетической и внутренней энергии. 

ПОЛШ1\lО уравнения (10) относящегося к ИЮlенению полной энергии, 
.\lОжно отдельно написать о(\лансовые уравнения Kai' для кинетической так и 
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для внутренней энергии. Эти три уравнения должны удовлетворить TO;\lY 
условию, что су.\ша двух ПОС.lедних равняется с пеРВЫ.\l. Возникает вопрос: 

можно ли ЗЮ1еюIТЬ уравнение полной энергии ОДНИ.\l из последних в систеЛlе 

дифференциальных уравнений (8) (9) (1 О)? 
Прежде всего ПО,J.чёРКl!вае.\I, что постановка вопроса без ссылки на 

CECTe.\lY дифференциаЛЫIЫХ уравнений не И.\lеет с.\\Ысла. Ибо по вышесказан­
НЫ.У1 очевидно, что с чист() фИЗl!ческой точки зрения балансы Кl!нетическоI1: ИЛИ 

внутренней энергии И.\lеют более узкое содержание чел, уравнение полноI1: 

энерпш, и .\югут За?\lе!шть его лишь в особенно простых частных Ссlучаях. 

При ИСС;lедовании потоков С преобразоваш!е.\l энергии, а также при иссле­

довании теплопере,J.ачи с ф/lзuчестшй. mоч/ш зрения вынуждены дать отрица­

тельный ответ на вопрос. Но ответ с точки зрения .наmе.lюmuчеС/{Ой. роли 

уравнения полю!! энерпш (10) в систе.\Iе ,J.ифференциаЛЫIЫХ уравнений уже 
не такой однозначный. 

Баланс К/1неmuчеС!{Ой эне ргиll хотя с физической ТОЧКИ зрения он 

И.\lеет СЮ1Остояте.lьное значение Щ),Ю-IO выводить .\1аТе:\lатическИ.\\ путёч из 

_ аё 
уравнения ДВl!жения. Так как скалярное произведе!-ше с dt равнозначно с 

субстанциальной ПРОИЗВО,J.н()й юшетиечской энергии Э.lе.\1ента :lШССЫ ее = ё2 : 2, 
то скаляр но у.\\!-!()жая все Ч.lены уравнения ДВIIжения (9) ПО.lучае.\l ба~lШIС 
кинетической энергии 

'1 
clt 

= сои _10 ( 12) 

ПеРВЫlr член правой Ч,1СТIr предстаВ.lяет собой .\\Ошность СIUЮВЫХ ПП:lей на 

эле.\\енте объё.\\а !I раВlIяется пеРВО.\lУ Ч.lену Пjlавой части уравнення ПО.IНОЙ 

энергии (lO). А Ч.lен с Diy ;' пре,J.ставляет собой TO~lbKO ту часть Ш);1НО!\ рабо­
ты cliY(;'C) за е,J.IШIЩУ вре.\lени п()веРХIIОСТНЫХ сил на эле.\lенте объё.\!а, кото­
рая расходуется на IШlенеIше КШlетической ЭIIерпш. 

Уравнение баланса кинетической энергии и уравнение ДВllжеНIIЯ с раз­

ных точек зрения освешают .\!еханическую сторону КО.\шлексного пцро- lf 

теР.\ЮДI!На.\шческого .\1ехаНI!з.\\а теплопередачи. O,J.HaKo эти уравнеНIIЯ .\1([­

телtaтичеСКI-! зависят друг от друга. Вследствие ска.1ЯРНОГО ПРОIIЗВС,J.СНИЯ 

содержание ,\lате.\lаТIIчеСКI!Х ИНфОР.\taЦI!Й УР,lВнеНIiЯ движения у.ченьши­

лось. В то вре.\lЯ J~a!{ уравнение двш-кения (как векторное уравнение) ,J.atT 
ВОЗ.\ЮЖНОСТЬ опре,J.е;l!iТЬ три скалярных неизвестных (иаПРlшер три КО.iШО­

нента скорости), то уравнение баланса Ю1Нетической энергии ,J.аёт ВОЗ.\\ОiК­

ность определить .1i!ШЬ O,J.I-IО скалярное неизвестное (наПРЮlер абсолютное 

значение скорости). 

В охлаждаюш!!х каналах роторов электрО:llОТОров из-за СИ;lОВЫХ полей 

и HepaBHo.\lepHoro нагревания .\\ОГУТ ВОЗНl!кать вторичные течения, то есть 
геометрическая фОР.\Ш калана не определяет направление скорости. ПОЭТО~lУ 
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при решении пробле.\1Ы во ВСЯКО.\1 стуча е необходкчо уравнение движения 

содержащее БО.lьще ИНфОР.\lацаЙ. ПО.\IЮlO этого уравнение баланса кинети­

ческой энергии не содержит дальейших .\lате;\lатических ИНфОР.\lациЙ, по­

ЭТО.\lУ этот уравненне в систе"lе дифференциальных уравнеНИI! ни с .\1ате­

:\1атической ТОЧКI! зрения не .\южет за"\\енять уравне!!IIЯ полной энергии. 

Баланс 8нуm ренней эне ргUll выходит из разности уравнения полной 

энеРШIi (10) I! уравнения баланса юшетической энергии (12): 

аеь l' (=-) -D' = . d' (' dT) g -а; = с 1V:п.с - с 1V:п. -;- 1У J. gl'a (13) 

ОчеВI!ДНО это уравнеШIе носит незаВI!С!!."\lУЮ от уравнения ДВИiкения 

.чате.\lатичес!-:ую ИНфОР.\lацшо. Таю!.\! обраЗО.\1 баланс внутренней энергшr 

[шесте с ураВIieI!ИЮШ нераЗРЫВНОСТI! I! двюr.::ения составляет Д.1Я решения 

про6:iе.\\Ы конвеl(ШВНОЙ теП.lопередаЧIi так i;,;e закрытую снсте:чу ДJ!фферен­

циа.1ЬНЫХ уравнеНIIЙ как СI!СТОШ (8) (9) (10). Значит в СDЯЗI! с уравнение.\! 

i}а.1Юfса внутренней э!!ергтш на вышеназванный вопрос :"ожно ;J,(lTl> утнер:щ­
те.1Ь!iЫЙ ответ. 

Однако не ДОЛiЮfЫ забыть, что из-за .\ште.\lаТl!чеСЕИ безупречнnй за­

,;i~~ibl уравнения ПО:JВОЙ энергии уравнение'., ба.lанса BbIHYTpeHHeIr ЭЕерпш 
ф!!ЗIiческое содержание преiкrrей с!!сте.\1Ы дифференпалыrых уравнеl:ИЙ Y'.,eifb­
ШИ.l()СЬ. Эту подчену ДО.1ЖIIЫ ВОСПРШI!I.\\аТЬ как од!!у ]!з тех це,lеСГJl1браЗ!iЫХ 

сm'СОООБ, которые приводят к .чате.чатичеСК0:I1У упрощеН!IЮ ОСН()i3!ЮЙ СIIС­

те:\1Ы :~!!ффереIЩIiа.1ЫfЫХ уравнеИJlIl. Речь ]цёТ здесь не о ТО.;!, что систе:\1а 

уранненнй более простой фор:\\ы БЫ.lа бы ПРЮlеШ!.\1а лишь при .\\енее общих 

ф!!ЗIiчеСКJ!Х УС,lОВНЯХ. а о ТО'.!, что фJlзические ВЬШОДЫ, неппсре,l.СТБенно 

;:r,e.lae:\1bfe из неё СУiкаются на .\\еньшую область. Нельзя ожидать, чтобы на 
основе систе.\1Ы уравнений (8), (9), (13) .\южно было толкопать такие яrыеНIIЯ, 
В которых И.\\еется взашшое превращение кинетической энерпш во внутрен­

нюю ]1 обратно. (Напри.чер, нагревание газов при а;::щабатическо.\\ Top.\!Oi!\:e­
НИИ, .С1И остывание при ускореНIШ. с.\ютри дальше!) В Tai(!fX случаях ко­

нечно уже не для определения одной из ИСКО7l1ЫХ ФУНЕЦИЙ распределения, а 

Д.1Я энергетического толкования связи .\lежду ни:\ш - ну:ждаются в уравне­

НИИ ПО,lноi! энергип. Только при знании всего этого допуспшо назвать уравне­

ние баланса внутренней энергии (13) уравнение.\1 энергии, что довольно часто 
встречается в сlитературе теПоlопередачи. 

4. l{ОНl{ретные формы балансов энергии 

Случай ныотnоновС1ШХ сред. Раньше уже ЗЮlеТИЛII, что для решения спс­

Те.\1Ы дифференциальных уравнений необходИ.\lО знать конкретную фор.'IУ 

уравнения выражающего напряжённое состояние движущейся сплошноi! 
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среды. Обычные охладители электро1УЮТОрОВ являются ньютоновсюши сре­

да1У1И, у которых тензор напряжения линейно зависящий от СКОРОСТИ дефор­

мации выражается уравнение:-1: 

л= 
r 

2 ') = = р + 3 fl diy С Е + 2f.lD s . (14) 

Тензор СКОРОСТИ дефор:-шции Ds - СИ7l!метрическая часть прОIJЗВОДНОГО 
тензора 15 = rJёjдr поля СКОРОСТИ. (Если лштрица D равняется [Dij], то 7IШТ­
рица 155 равняется 1/2 ([ D ij] + [D ji ]).) ЕС,lИ выражение (14) подставить в ура­
внения (10), (12), (13) и вводить функцию: 

( 
ОС! I ОСу) 2 , l' дсх I OCz ) 2 2 (1" _ -)2 
-- I -- I -- I -- - - с 1У С 

ду о::; J OZ ох 3 
(15) 

то после некоторых проs\е;,куточных подсчётов ПОЛУЧЮl 

аве 1 
о -- СQД с gгас р 
- dt - ~ 

М(р) (17) 

(18) 

где: 

lН(.а) 1 - 1 l' - ,uс gгас с 1V С 
3 L 

?, ) -=- с diy ё отас! и 
') "', 
J 

(19) 

Уравнения (16) (17) !! (18) выражают балансы полной, кинетпческой I! вну­

тренней энергии при раннее указанных, очень общих УСЛОВI!ЯХ, но только 

для ньютоновских сред. Каждый Ч,lен уравнений относится к единице вре­

мени и еДI!нице объё:\ta. 

При толковании отдельных членов, член3.\ш C1ig и cliy(l. gl"acl Т) уже не 
буде:-! заюшаться. Член div гс р) означает полную работу поверхностных CI!,l 
ПРО исходящих от даВ,lения. Так как значение div с - !!3:'1\енение единичного 

объёла среды за единицу вреЛlени, то член р div ё ;lЮЖНО представить как 
работу IJЮlенения объёлш сил давления, выполненная на еДIIнице объё:\ш за 

единицу вре:-\ени. (Если cliv ё > О, то lшеет .\lесто расширение (экспансия), а 
если div с < О, то КО7lшрессия. Таки1У! образо1У! - включая и отрицательный 



84 Ф. КОНЕЧНl1 

знак - этот член задаёт мощность И3:l\енения объё:\\а cOfclacHo нашей догово­
рённости о знаке взаЮlOдеЙствия.) На основе этого очевидно, что член 

с grad р = cliY (е р) р diy е представляет собой ту ДОсlЮ работы поверхност­
ных сил про!!сходящих от давления, которая расходуется в :\lеханических 

целях. 

Структура выражения (14) задаюшего напряжённое состояние ньюто­
НОВСЮIХ сред ПОК<lзывает, что вязкость вызывает не только касательные но и 

НОР;\1альные напряжения в движущейся сплощной среде. В отличие от полной 

работы сил давления есть у полной работы вязких Clbl такая часть, которая 

ни посредственно то есть ни через превращение И3:l\ененной работой И3:l\е­

нения оОъё.\\а внутренней энергии в :\\еханическую не .\южет содейство­

вать ИЗ:l1енению л\еханического состояния. Это 11 есть та часть, на которую 

выше ссылались как на рассеивюше. Эту часть работы вязкостных СИ,l н('­

возврапшо превращающуюся в теплоту трения, то есть часть даже в балансе 

кинетической энергии не появляющуюся составляет Ч.lен р®. Определённая 

уравненпе.\\ (15) ФУНКЦИЯ ® называется функцией рассеивания. Её ПРОl!зве­
денпе с вязкостью р даёт теплоту трения выделенную в единице объё.\\а за 

единицу вре.мени. CII:\lБO.10;\\ l"YI(.u) ВВОДИ.\1Ы.\1 В уравнении (19) означае.\\ часть 
ЛlOщности вязкостных сил над единицей объё.\\3, не потерянную с ТОЧКllзрения 

л\еханикп. В выражении lvI(p) стопт отдельньш члеНО.\1 работа ИЗ.\lенеНIIЯ 

объё;\\а вязкостных сил, которая при неCiКI!:\ше.\IOЙ среде (diy с = О) исчезает, 

(но даже при СЖtшаеYtОЙ среде обычно ничтожная по сравнению с работой 

IJз.\\енения объё:\1а Сl101 давления); а также и избыточная :чощность вслед­

ствие IIЗЛlенения ВЯЗJ.zости. П рп неИ3:l1енной вязкости (grad !! = О) этот член 

равняется нулю. 

В .1Iпературе обычно используют балансы энерпш Б фор.\Iе заданной 

одню\ из уравнений (15) (lб) (17), ;\lOiKeT быть с не1':ОТОРЬШИ ИЗ:\lенсниюш не 
касающюшся сущности. В одной чаСТI! ФУНДЮlентальных общих работ (как 

наПРIшер, в работах [2], [15] подробно изучают, или ИСПОс1ЬЗУЮТ IiСХОДНОЙ 
точ1':ОЙ (как папрю\ер, в работах [I], [Iб]) уравнение ПО.1НОЙ энерГI!И, Б дру­
гой части исходят из уравнения внутренней энергии (как наПРИ:llер, в работах 

[2], [14]), или IIЗ уравнения кинетической энерпш (как наПРЮlер, в работе 
[9]). В специальных статьях занимающихся теплопередачей ВО вращающих 
систе:\1аХ (как наПРIшер работы [4], [7], [10], [I 1], [12]), почти без исклю­

чения ЗЮlеняют уравнение ПОлной энерпш уравнение.\l ба.lанса внутренней 

энергии. (и.\\еется и исключение, наПРIшер работа [5], в 1':оторой по.1ЬЗУЮТСЯ 
уравнениеl\l полной энергии.) По прежюш ВЫК:lадr-::ю! это корректный пос­

тупок, так как в этих работах для ДОСТllжения своей цел!! авторы используют 

I! уравнение Движения. На это.\! же основании в да.1ыrеЙшеч буде:\l заюшаться 

только балаНСО:'l внутренней энеРГIIИ. 

Баланс внутренней энергии единосущен с первьщ законо:.\ тер:.юдина­

.\шки, и выражает, что алгебраическая су:\ша снару/ку введённой теП.1а, тепла 
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выделенного вследствии внутреннего трения, а также работы изменения 

объё:\\а уве;lllчивает внутренюю энергию. раланс внутренней энергии по­

добно первому закону тер"'юдинюlИКИ можно переписать в форме содержа­

щей энта,lЬПИЮ. В .lитературе распространённо используют эту форму. 

(С.\ютри наПРЮlер работы [3], [4], [12].) 
Так как энта.1ЬПИЯ сулша внутренней энергии и работы продвижения, 

ПОЭТО:.1У прибавляя член djdt(p/!J) (где р! Q представляет собой работу и про­

ДВllжения единицы .\\аССЫ) к обеИ.\l стороню! уравнения (18) легко получается 
уравнение баланса энта,lЬПIШ. Можно написать: 

ил!! используя уравнение неразрывности (8): 

d (Р) ар 0- - =-
~ dt!J dt 

р cliv ё 

п ри6авляя это наше уравнение к уравнеНIlЮ (18) ПОЛУЧIJ:\\ 

о di = ар .L p®.L div(?, gr'ad Т) 
~ dt dt I I ~ 

(20) 

Это 11 есть уравнение баланса энтальПIШ, КОТОРО.\lУ часто ,J,ают название 
уравнение энергии. 

В случае mер.\lод11на.Нllчестш 11деальных газов наши уравнения дальше 

конкретизируются. При IIсследовании охлаждения электро:\юторов такое 

пре,'!,ПОЛОi"кеНllе не означает существенных ограничений, так как состояние 

использованных газообразных охлаждающих сред далеко от превращения в 

жидкое состояние. В случае идеальных газов уравнение тер.\шческого состоя­

ния (1) .\южно написать в фОР.\lе р = Q RT, а внутреннюю энергию в фОI).\1.е €b= 

= е" Т. Так как далее ер = ег -'- R, энтальпию идеального газа \lOil\HO счи­

тать с ПЮ10ЩЬЮ уравнения i = ер Т. Баланс внутренней энергии и энталь­

пии для идеальных газов получается в фОР.\13х: 

и 

Q d (evT) = - р div с р® + div(? grad 1 ) 
dt 

Q ~ (ерТ) = ар + р® + cliv(? grad Т) 
а! dt 

(18a) 

(20а) 
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5. Упрощающие допущения 

Если свойства движущейся среды дальше ограничивать, то наши 

уравнения ещё больше упрощаются, но действовать будут приближенно. 

Тю,и,,\ ограничеНИб\ 7Iюжет быть применение следующих предположений: 

1) свойства материала среды р, cv , Ср, ;. постоянны, 

2) среда несжк'наемая. 
В конкретных случаях ПРИ'\lенения этих допущений в отличие от гипо­

теза, относящегося к НЬЮТОНОвской среде или идеальному газу, всегда верны.\! 

в случае электро.\юторов - необходимо всегда взвешивать их право.\\ерность. 

Постоянство свойств .\lшneРl1ала. Зависи:\юст!! (2) (3) и (4) выражают то 
общее установление, что свойства материала сплошных сред зависят от тер­

,\юдинюшческого состояния. Но в случае газов далёких от преврашения в 

жидкое состояние свойства :\штеРI!ала практичеСКII незаВИСIЛ\Ы от давления, 

а зависят только от те\шературы ,и = [i(T), С,. с,.(т), Ср = ср(т), !. = I.(T). 
Если преДПОЛО:Ж!lТЬ, ЧТО воздейстзие те:.шературы с.l<lбое, то свойства .\10ГУТ 

считаться приблизительно ПОСТОЯННЫ.\\И. ЭТО пре;що.lоженпе приведёт ура­

внеНI!Я балансов внутренней энергии I! ЭiIтаJ1ЬПШI к фОР.\lе: 

ат l' - N\ • l' 1 Т Г;С,. - = - р ( IY С .L u% + /. (lУ gга( - . а, ' v 
(18b) 

ат ар. ", .. d' d Т 
ОСр = - -г 1l9J.; --L 1. 1У gra 
- dt dt ". ~ 

(20Ь) 

Сравнивая уравнеНIIЯ (18а) и (20<l) с TO.'IbKO что ПО.lученньш!!, .\Ю;'КНО 

было ПОДУ.\\аТЬ, ЧТО В этих уравнениях не IIграет рО.1И приБШiз!пеJlыюе пред­

положенне постоянства коэффициента вязкости. Н<lоборот, В деЙСТБите,lЬ­

ности ОДШ1'.1 из необходи.\1ЫХ УСJlОВИЙ наибольшего .\i<lте.i\ап!ческого упро­

щения систе.\iЫ диффереIIциальных уравнений конвективной теП~10передаЧ!l 

являются как раз эти допушения. Для прнзнания этого запише.\1 уравнение 

движения (9) и уравнение внутренней энергии (I8b) с разделеЮ!е.\1 полных 

ПРОI!ЗВОДНЫХ, СТОЯШI!Х В .1СВЫХ частях на локальные п конвективные части 

(01. уравнение (11)) на ньютоновскую среду, -- точнее I-Ш идеальный газ 

своЙства.\!И Сг = постоянная,;. постоянная,.и = р(Т). Так как gracl,Ll = 
ар 

= - отас! Т то получаел! : 
ат'" -

gracl р + р(т) ( ~ gl'ad cliv с + у2с) .L 

+ ар (2]) 
ат S 

2 =\ 
-diусЕ, o-rad Т 
3 '" I 

(21) 
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QC t" дТ + с grad Tj\ = - Р div С + [l(T) ® + 1. div grad т. 
дt 

87 

Скорость и температура в обоих уравнениях являются взаимно зависящилш: 

друг от ,J,pyra неизвестньшп пере:\1енны.\lИ. Очевидно, оба уравнения нелиней­
ные, и с уравнение.\1 неразрывности (8) образуют связанную систе.\lУ диффе­
ренциальных уравнений, у которой Ш,iеются только СI1Лlультанные решения. 

Но если ДОПУСТИ.\Ю приб:IИжение: р = постоянная и ПОШl.1l0 этого среда 

!\южет считаться и неС;'Ю1:\ше.\ЮЙ (е = постоянная, c1iv С = О) тогда упрощен­
ное до форлiЫ 

с grad т)' = u® -'-- /. cliv oTacl Т 
~ (1 V (18c) 

уравненпе баланса внутренней энергии больше не образует связанную систе­

IIlУ с уравнениюш неразрывности и движения, ведь фОР.\lа этих уравнений 

действительная пр!! ТaI<ПХ условиях div с = о 

(
' де де _) _ 

о -+ -С = ОСГ 
~ дt . дт ~O 

grad р -+- fll/C 

даже внеявной фор.\\е IIe содержит те.\шературу. Это обстоятельство упро­
щает 7Ilате.\1аТIIческое решение пробсlе:\lЫ с двух сторон. С одной стороны ура­

внения неразрывности и двИ/кеНI!Я решаются незаВI!СШ.Ю от уравнения ба­

ланса внутренней энеРГI!И. С другой стороны ба,lанс энергии (18с) определ­

яющий распределенпе телшературы после ПО,J,становк!! у:ж:е известного 

распределеНI!Я скорости становится ЛI!нейньш дифференциальньш уравне­

ние:ll. (Конечно при С" = ЛТ) и/или 1. = лт) последнее последствие предполо­
жения р = ПОСТОЯНIIая и е = постоянная у;,ке не существует.) 

Расс.\ютрr.!:I1 сейчас, в какой степени в систе.\1ах охлаждения электро­

люторов позволительны приближённые допушеНI!Я постоянства свойств 

материала. ИЮiенения удельной теплоё:llКОСТII, коэффициента ДИlЫ:lшческой 

вязкости, КОЭффI!ЦI!ента теП.l0ПРОВОДНОСТИ воздуха в пределах от О ОС дО 

160 ОС, покрывающих интервал ИЮlенения те:lшературы охлаждаЮЩIlХ сред 
электро~юторов даже в Сa?l\ЫХ суровых ре::гюшах равняются соответственно 

0,5%,37%,46%. в случае водорода эти значения равняются соответственно 
1 %, 37% и 43%. На основе этого :llЫ вправе .\\Оже~l счптать удельную тепло­
ё:llКОСТЬ постоянной. Что касается кОЭффициентов вязкости н теПсl0передачн, 

мы должны выражаться тоньше. 

По структуре уравнений (16) (17) (18) (19) и (21) видно, что в уравне­
ниях движения и баланса энергии из-за те.\шературозависююсти этих свойств 

2 
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df1 
появляются члены фор.'.lOй gTad f1 = dT gTad Т И gl'acl ;. 

d? 

dT 
gTad Т, 

где :\lIюжитеЛII gl'ad Т очень :\lаленькпе величины. OTHocIlTe.lbHO воздуха 
dfl di. 

И водорода порядок .\lНОiюпе,lеЙ dT и -dТ соотвеТСТIзенно 10-1 10-8 еди-

Н!ща МКС (ГОСТ 9867 61), ПОЭТЮ1У пре;:щоложение постоянства КОЭффи­

циентов ВЯЗКОСТИ I! теплопроводности означает хорошее приближение, если 

в потоке не возникают значите.1Ыlые те:\шературные градиенты. Так как 

они ВОЗНШ"aIОТ вследствие взаюш()го превращения друг в друга юшеТII­

ческой и внутренней энергии, работы IIЮ1ененпя объё~ш, и теплоты пере­

текаюшей через стенки каналов, поэто:\\у в случае сжюше:\lOЙ среды 11 в 

терлшчеСf'::О:\l ПОГРaIШЧНО\l Cloe значения f-! I! ;. 11 обычно HYiKHO считать пере­
Лlенны.\ш. 

Случай неСJIСll.\ШС.\lОЙ среды. НеСЖIi:\lае~юсть среды БЫ.lа одНIШ IIЗ Iiеоб­

ХОДIЛiЫХ УСЛОВIIЙ вышерассказанного большого .\lате.\штического УПРОШеНПЯ 

опреде;lяюшей CJIсте.\\Ы ;шффереНШlа.1ЫIЫХ уравнений. Pacc.\lOTpII.\\ сейчас, в 
I.::аЮIХ ус.lОВИЯХ ЖJЖНО считать ДВlIiкушие газообразные охлаждающие cpeJ,bI 
неСiКlшае.\1ЬШI! . 

TO,lbKO для ориеНТIIРОВОЧНОГО расчета ВОЗЬ.\1ё.\l невязкпu газ с П.lОТ­

ностью Со, те.\шературоЙ ТО, ДВИiКУЩИЙСЯ СО скоростью С. При близко изен­

ТРОПI!чеСI.::О.\l тор.\Ю)I,~еН!ш потока увеличение.\l BHYTpeHHeu энергии I! давле­

IШЯ за счет юшетической энергии последует увеличение те.\шературы и П.l0Т­

IIОСТИ газа. И так в СОСТОЯНlШ после тор~iOiкения Т = То .dTad и 12 = 
= 120 L1C· Нnиболшее нагревание при полно.\! ТОр.\10жешш .\\OiKHO вьmест![ 
из уравнения (16) и равняется J ТПd = c~/2cp' (Вот ОД!!В из результатов, !{ 

КОТОРЬС\l не ~iOr.1I! бы прийт!! используя ИСК;lЮЧlпе,lЬНО ураI3I1СН;Ш баланса 

внутренней энергии IJ.l!! энта.1ЬШШ!) Прю!аД;lежашее ]( вел!)' ЗЕачеНI!е JQ по­
J(азывает порядок ИЮlенений П.l0ТНОСТИ в потоке. Очевидно, что среду ,\ЮЖНО 

считать БЛlIЗКIШ пр!!БЛИjl{ение~l неСiКИ.\lае:\lОЙ, если относите"lьное изчененпе 

плотности лшлеllь;,ое: L1Q! 12 ~ 1. Используя зависИ.\lОСТ!! 12/120 (Tjto/,(%-l) 
И Т Т о + L1T йа, с по.\\ощью разложения в БИIIО?liИнальный ряд получае.\!: 

L1e = 1 l!L1Tad ) 

12 % 1 То 
(22) 

С использованиеЛlзависи:\юсти СКОРGСТИ звука a~ = %RT о и преiЮ'!IЛIзначение:\\ 
L1 Tad , наЕОНец получае:i\ зависи.'lЮСТЬ относительного изченения плотности 

L1e = ~ ,'~')2 , 
120 2. ао . 

по которой ДОПУСТII:\Ю предположение несжюше:\lОСТИ, если скорость потока 
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Ma.la по отношению скорости звука принадлежающей те:\шературе д.вижу­
щегося газа. Напрюtер, скорость звука в воздухе и водороде при те:\шературе 

27 ос соответственно 343 :\l/С I! 1321 :\1/С, таким образом плотность .\lОжет счи­
таться по СТО ЯННbl?Il с ТОЧНОСТЬЮ дО 1 % если скорость п()тока в воздухе не 
повышает 49 :\'jc а в водороде ]86:\l/с. Из всего этого видно, что предположение 
несжи:\,ае:\Н;СТII сре;1,Ы в систе.чах охлаждения электролюторов правильно. 

С .\!ероЙ сжю\ае.\юсти тесно связана роль диссипацпи .\lеханическоЙ 

ЛlОшности в балансе энергии потока. Оцеюш ПОРЯДОК отношения теплоты 

трения ВОЗНИI,аюшей за е;IДНИЦУ вре:Vlенп и тепла вводю!Ого снаружу за 

едиющу вре:'l\еJШ то есть порядок отношения К = Р®Р сНу gracl Т. 
Порядок ФУНКЦИII ДИССlIпащш ® определяется перпеНДИКУ.lЯРНЬЕ\t на 

стенку к,шала rpaAlleJITo.\1 паралле.lЬНОГО осп канала КО:'lшонента СН:ОРОСТИ .. 
Если в KaHa.'Je сече:!!!C.il круга радиусо.\\ Г" средняя СКО[)()СТЬ с, TOf;J.a это гр а­
диеНТ-ПОРЯ;J.ка с/го I! так порядок ДIIСС!!ШЩИОНiЮЙ .\lОшности равняется 

p(cjToY. А есл!! разница .',tежду те:\шературой cte!!J-~И канала и охлаЖ;J.ающеЙ 
среды ДБижущейся ВДОJIЬ оси К,lНала равняется ЬТ, TOf;J.a порядок grad Т 
равняется bTj1"o. Так как градиент те.\!пературы почти перпеН;J.икулярен 

стенке KaHa,la, то ПОРЯДОJ;: 1. diy gracl Т равняетс~! i.bT!1"~. Следовате,lЫIO от­
ношение ;:шух Ч.lенов СТОЯШIIХ в правой чаСТII G?I,ШСОВ энергий С;lе,J,уюшего 

порядка 

К= 
1"5 ;.дТ }.дТ 

СЛОВа.\Ш выра/Еа я: в ба:Jансе энеРГ!lИ потока ДJ!ссипацпя играет те;\\ 

.\\еньшую pOJIЬ по от!!ошеН!!IО ВВОДJЛ10ГО теП.lа, че.\! .v;еньше скорость ПОТОl-\а 

и че~l БО,lьше раЗНllца ~le:т!\дy те~шературой ДВI;:н,ушейся среды и стенки 

кана.lа. 

ЕС,lИ в выражеНl!е К ПОДСТLJ.ВI!ТЬ звачение с2 2ср L.1TQd, то непосред-
ственно .\!OiKBO понять связь ,\1еil,ДУ .\lероЙ СЖИ.\!ае:чости II относительной 

важностью диссипашlИ :'IЮЩНОСТII 

К = 2Рг L1Tad 

дТ 

где РС = ,иСрР критерий Прандтля зависящий от свойств ?vtaтериала охлажда­
юшей среды (при воздухе и водороде РС ~ 0,7). Так в балансах энергии 
диссипационное тепло ничтожно по отношению ко ВВОДИЛЮ:'llУ теплу, если 

предписанная разница те:\шератур стенки канала и среды мало в сравнении с 

нагревание~t возникаЮЩЮl при адиабатичеСКО:'l тор.vюжении потока по за­

висшlОСТ!! (22). В знании этого люжно допустить то приближение встре­
чающееся в литературе, у которого баланс внутренней энергии выражается 

без теп.lа трения ([7], [11], [12]). 

2* 
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Для иллюстрации вышесказанного расС\lOТРИМ генератор, в прююуголь­

Н01l1 охлаждаюшем канале шириной в 10 l\B1 И высотой В 20 ЛI:\l ПО,10ГО .\lедного 
провода которого движется воздух со СКОРОСТЬЮ 30 .\l!сек. Предпише.\l те.\ше­
ратуру стенки канала 90 ос а среднюю те?lшературу охлюкдаюшеi1 среды в 
канале 50 ОС. В ЭТОМ случае ОТ = 40 ос и LiTad = 0,9 ос. Этюш даl-IНЬШН дис­
сипационное тепло оказывается всего лишь 3% вводюlОГО тепла. Ес.1И при 
этих же условиях вместо воздуха в канале движется водород, ТО L1Tad 

= 0,003 ос и доля диссипации снижается на 0,1 
В конечном итоге ,iЮЖНО установить, что нанбо.1ьшее упрощенпе балан­

сов энергии ВОЗ?lЮЖНО тогда, когда скорость охлаждающеi1 среды _\-1(1,10 по 

отношению СЕОРОСТИ звука. В таких условиях среду .\южно считать почти 

несжюшеыой, чему, как следствие, сопутствует ПОСТОЯНСТВО физических 

свойств ыатериала, и ничтожность диссппащюНlЮГО тепла. Так как Б систе­

мах охлаждения электроыоторов скорость на порядок _\lеньше СКОРОСТИ 

звука, поэтому в большинстве случаев в систe:vlе дифференциальных уравне­

ний достаточно использовать баланс внутренней энергии простой фор.\lЫ 

ат 
еС!, ас =), div grad Т (18d) 

или баланса энтальпии формы 

ат ар 
ОС -- = - ). diy gracl Т 
~ Р dt dt ~ 

(20а) 

в случае СТnСЩ1l0нарного потока из субстанциальных производных про-

пусн:аются локальные члены значит наши уравнения I-шея в ВIlдy (11) 
прпшшают форму 

еС"С grad Т = ;. div gl'acl Т 

Qci grad Т = ё gracl р ;. div grac1 Т 

(18e) 

(:20е) 

Конечно, если канал находится в роторе электро.\\ОТОРОВ, то с!(nрость с 

означает относительную скорость наблюдае.\IУЮ в координатной CI!CTe~le 

вращающейся В:\н:сте с роторо.\\. В ЭТOJ\ случае в уравнеНlIЯХ движения, ПО.1-

ной энергии и юшетпческой энеРГИII g содержит 11 действие на еДИНIIЦУ :\1ассы 
центробежного и КОРИОЛИСОI30 силовых ПО,lеЙ. (С энергетическоi1 ТОЧЮlзрения 

КОРИОЛИСОВО поле не имеет роли, так кю, будуч!! всегда перпендикулярньш 

направлению относительной скорости, оно не выполняет работу в ;.r,ВJlжущеЙ­

ся среде.) 

Наконец отмеТЮ1, что если в случае турбулентного l10тот;а под си:\шола­

ми физических полей фигурирующих в наших уравнениях с, т, р, Q подразу­

меваются не МО;vlентальные значения, а среднее по вре;vlени, тогда в уравне-



РОЛЬ УРАВНЕНИЯ ЭНЕРГИИ 91 

ниях ПОЯВ,lЯJOТСЯ дополнительные члены, содержащие в сущности средне­

ВРбiенные значения про изведений ко~шонентов пульсаций. (Такими дополни­

тельны.\Ш членюш являются напри.viер напряжения Рейнолдса прибавля­

ющиеся к эле.\lеНТЮl тензора напря;кения n.) РаССl\lОтрение турбулентных 
потоков с такой точки зрения далеко выходит за ра.\lКИ настоящей работы, 

ПОЭТО.\iУ I!.\Ш не буде.\i занюшться. 

РеЗЮ1'l1е 

В настоящсй работе I!а основе пршщипов сохранения природы была выведена 
систе:l1а дифференциальных уравнений представляющая собой основу изучения конвек­
тивной теплопередачи, которая остаётся закрытой!! в TO~\ случае eC.l!! уравнение полной 
энерГlШ За\\еняе~\ уравнен!!о! баланса внутреннсН энергии ИЛ!! энтальшш. На основе 
IiЗУЧСНПЯ упрощающпх допущений в KaHCl.lax Э,lектг1О~\ОТОРОВ охлаЖПi!ющая среда ,южет 
считаться несжш!ае\юЙ. В f)o'lbJJl!пrCTBe С.lучасI3 ,,!ткно дппустить постоянство свойств 
MaTeplla.la 11 НIIЧТОЖНОСТЬ ':ШСС!iпаЦI!ОННОГО тепла. 
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