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Einleitung. Es sei n eine natürliche Zahl und V ein Vektorraum über 
einem kommutatiyen Körper, dessen Charakteristik die Zahl n nicht teilt. 
Die Elemente !!, h, ... YOll V nennen 'wir auch Punkte, insbesondere den Null­
vektor 0 den Nullpunkt. Die n-Tupcl U 1: .•• , an von Elementen aus V nennen 
wir - nach F. R~cmlA:'\l'\" und E. ScmuDT ([2] S. 22) - n-Eeke. Für die 
n-Ecke definiert man eine Addition durch 

1 Unter dem Schwerpunkt eines n-Ecks (al"'" an) wird der Punkt 
- (al ... + aJ aus V verstanden. Man führt nun die Abbildungen 

{l. 

der Menge aller n-Ecken in sich ein, für k = 2, ... , n - 1. A" und An-I< 

unterscheiden sich nur im Umlaufsinn. Die A" mit (k, n) = 1 sind die n-Ecke 
die man erhält indem man die Ecken von A teilerfremd überspringend durch­
läuft. Bei (k, n) = n/d, insbesondere k = n/d, ist Ale ein n/d-fach belegtes 
Teil - d-Eck yon A. 

Ist K speziell der Körper der reellen Zahlen und A ein affines Bild eines 
regulären n-Ecks (in klassischem Sinne), so werden A und alle A" mit (h, n) = 1 
affin-regulär, mit (k, n) = n/d n/d-fach belegt affin-regulär genannt. Nach 
F. BACH:'IIANl'\" und E. SCHlIHDT ([2] 12.3-12.5) läßt sich jedes n-Eck mit 
Schwerpunkt 0 als Summe yon affin-regulären und n!d-fach belegten 
affin-regulären n-Ecken mit Schwerpunkt 0 eindeutig darsteHen. Die Zahl 
der Komponenten kann (n - 1)/2 bzw. n/2 nicht übersteigen, je nachdem 
n ungerade oder gerade ist. 

F. B.~CHlIIAl'\"N und E. SCHlIUDT haben ferner gezeigt ([2] 12.3-12.5), 
daß der Begriff des affin-regulären n-Ecks sich in V verallgemeinern läßt und 
ihr besagter Satz bei dieser Verallgemeinung gültig bleibt. 
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Ziel dieser Arheit ist, einen direkten Beweis des ausgesprochenen Satzes 
yon F. BACHlIIAT';N und E. SCH?\HDT zu liefern. 

Der Ausgangspunkt ist die Bemerkung: Die Eigenschaft eincs n-Ecks. 
einc Darstellung als Summe von affin-regulären und n/d-fach belegten 
affin-regulären n-Ecken mit Schwerpunkt 0 zu hahen, läßt sich auch durch 
eine Do.rstellung der Einheitsmatrix über KaIs Matrixsumme beschreiben. 

10
• Kreisteilungspolynome. Zyklische 1\1 atrizen. Eine Darstellung der Ein­

heitsmatrix über einen kommutativen Körper, der die noten Einheitswurzeln ent­
hält, als zyklische lVlatrixsumml'. 

Es seien n eine natürliche Zahl und K ein Körper, dessen Charakteristik 
11 nicht teilt. 

Ein Element weines Erweitel'ung"köl'pers Hm K heißt eine n··te Ein­
heitsn'ur::el. ,nenn 10 Nullstelle des Polvnoms xl1 

- eist. Dahei hezeichnen ,\'ir 
das Ei:lselenlcnt yon I( mit c. 

Auf Grund der Voraussetzung über die Charakteristik ,'on K ist das 
Polynom :erz - s zu seiner Ahleitung IlX

rz 
-1 teilerfremd. Daher ist x" - s 

qlladratfrei u.ncl hat in l,-einem ErVleiterungskörper lnehrfache Nullstellen 

(ygI. [:?] § 6, Satz 3). 
Ein ZeTfälhmgskörper yon x tl 

- 8 üher K enthält somit genau 11 note 
Eillheitswurzeln. Sie bilden in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe. Diese 
Gruppe ist als endliche Untergruppe eines Körpers zyklisch (vgl. [1] Satz 26). 
Ihre erzeugenden Elemente ·werden primitive note Einheitslcurzeln genannt. 1st 
1{, eir..e primitive note EinheitswurzeL so sind 

die sämtlichen EinheitE'wurzeln. H/' ist dann und ,mI' dann eine primitive note 
Einheits·wurzel, wenn (k, 11) = 1. 

Die Zerfällungskörper von x tl 
- c üher den Primkörpern werden, nach 

der Char'akteristik des Primkörpers, note Kreisteilungsköl'per der Charakteristik 
Null hzw. der Charakteristik p genannt: p ist eine Primzahl mit p l' n. 

Unter dem noten Kreistei1l1ngspolynom F[,(x) versteht man das auf den 
höchsten Koeffizienten 1 normierte Polynom, dessen Wurzeln genau die primi­
tiyen noten Einheitswurzeln sind, also das Polynom 

Fn(x) = II (x - w) (ie durchläuft alle primitiven noten Einheitswur-
IV zeln). 

Es seien n > 3, x2 - cx + s ein quadratischer symmetrischer Teiler von 
Fn(x) in K[x]. In einem Zerfällungskärper yon x tl 

- c hat c eine Darstellung 
c = W + 10 -1, wohei 10 eine primitive Einheitswurzel ist. Setze 

w- k für k = 0, =1, 
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Dann ist c" E K und da Fn(x) gleich dem Produkt der x - 10" mit (J.;, 71) = 1 
ist, man erhält durch Zusammenfassen der Fd,;:toren x 
folgende Behauptung: 

TVenn FIl(x) in K[x] einen quadratischen symmetrischen Teiler hat, zer­
fällt Fn[x] in K[x] in quadratischen Faktoren: 

F,,(x) = Tl (X~ - CkX + e) 
(I',n) = 1 
k<n!2 

Im weite2'cn Verlauf c1e:1' Untersuchung wird eine Klasse zyklische:r :Matrie­
zen eine Rolle spieien. Die zy-klische lvlatrizen seien hier als qnadratisch­
l\Iatrizen definiert, in denen jede Zeile: die gleichen Elemente hat, nur von 
Zeile zu Zeile Ull1. P'lne Stelle nach rechts yer8ehobcn. 

Hilf'ssat::,. L sei ei.n I{örper", dessen Charakteristik di-e Zahl n nicht teilt,: und 
der die tz-ten Einheitswurzeln enthält. Ferner seien weine note primitive Ein­
heitswurzelllnd wie w-k = c" (k = 0, 1. ... ). E bezeichne die n-reihige 
Einlzeits7natri): über L. Dann bilden die n .. reihigen ;Ylatrizen 

1 [8" . cl _. ·1 , . I 
n ~ ~ c ... cJ 

c(n-l)il 
C(n -2)i ('i = 1. 2 ..... r ~J) . ... L 2 , 

Co 

in bezug auf die ilIultiplihation ein I]IlClsiidempot!Jntes und orthogonales System. 
Weiterhin ist 

1 ( n-I I ... +llim = s+ --')- Co E für ungerades n = 2m + 1, 
n _! 

~ :frim= .2..(s+ n-I co) E für gerades n = 2m. 
2 n \ 2 

Beweis. Es sei zuerst n = 2m + 1, also [; ] = m. Eine einfache Rech­
nung zeigt, daß 

für S ,! 0, ::::n, =2n, .. . , . 

für s = 0, =n, ±2n, . . . ,. 
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Damit hat man 

(2) 
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f
e + mco '% 10; 

n-l 
1 5' 1O(n-l); e ..L mc 

.6=1 
n ;=0 

n-l 
Y,W; 

I .6=1 
L ;=0 

n-l 
5' 102; 

~O 

tl-I 
">'10; 

[:0 

n-l 

..::2 10 3; 
;=0 

n-l ..::2 W(tl-I); 

;=0 

.. 
I 

I 

i 
..J 

Da die Summe der n-ten Einheitswurzeln für jede n . ' 1 gleich 9 ist 
(vgI. [2] S, 188) hahen wir 

(3) o (5 0,: n,: 2n, ... ,). 

Nach (2) mit Hilfe von (3) ergibt sich (1) für n = 2m 1. 
Zum Fall n = 2m ist zu beachten, claß die Charakteristik des Körpel's 

2m-I 
L nicht gerade ist, also Co ebenfalls in L liegt und man hat 2 ~ 

rn-I 1 
-c<;-rn :2 ~ 1

2m 1 r 

. ~-coTe 

n-l 

für s = 0, 

C + ..::2 Csi 
;=1 

l.:f5 Wsi 
('" IHr s 0, -'- n, 

;=0 

Daher folgt für n = 2m 

je + 2m
2 

tl-I 

m~l M 1 ~ 1\1 = ::E 1O(n-I); 
~ J T 2 m '=0 
j=O ' 

1 

Tl-I 
5'w; 

""'-' L ;=0 

2m-I e+----
2 

n-I 

~ 10
2; 

;=0 

11-1 

" o' ~ ur' 
;=0 

Tl-I 

~ 103; 

; =0 
... 

lVIit Hilfe von (3) erhalten wir daraus (1) auch für n = 2m. 

211 ..... 

tl-I 
'" u;(tl-l); .,,;;;;, 

;=0 

11-1 Y R:(tl-2); 

t=o 

2m-- I 
E~-

2 

I 
I 

Co I 
..J 
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Wir haben ferner, , .. ,je man leicht verifizieren kann 

r Tl-I 

:E Csi C(n-s)j 
s=O 

1 Tl-I 

Mi Mj = -=;;-,' :E C(S+I)i c(n-s)j 
n- s=o 

Tl-I 

Tl-I 

:E Csi C(n+l-s)j 
s=O 

Tl-I 

.::E C(S+1)iC(n+l-s)j 
s=O 

Tl-I 

Tl-I 

.::E Csi C(n-l-s)j 
s=O 

Tl-I 

.::E C(s+1)i C(n-l-s)j 
s=O 

n-I 
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.' " 

I :E C(s+n-l)i C(n-s)j 
L s=O 

:E C(stn-l)iC(n+I-s)j 
s=O 

.::E C(s+n-l)i C(n-l-s)j , 
s=o J 

(l<i,j<m). 

'\Veiterhin ist 

11-1 n-l 

:!E C(s+g)i CU-S)j 
s=O 

~' (w(s+g)i + w-(s+g)i(w(t-s)j + tV-(t-5)j) = 
;:'0 

11-1 11-1 11-1 

uJi+tj ~' W Si+ sj + 'lt'gi-tj ~ 'U;si+sj + 1.V-ri+tj ~ ·ZV- si - sj -L 
~ . ~ I 

5=0 s=o 5=0 

n-l + W-gi-tj :!Ew-Si +Sj . 

s=O 

Nach (3) ergibt sich 

f 
O. i n 

1 n (l ,·(g-r-t)z ..L W-(g+t)z - nc( . ; = J' ....:... 
n- { "~I - g+t)z'" , 

~ ,(,~,), 'U-,») = 1
2n 

(W('+ ')m + w _ (,H)rn = 4(-1 J'+' n" i 2 j = _n_ 

t 2 
m. 

Daraus folgt Il~)"fj = 0 für i, ' j und MiM i = ~ Mi (i 1, 2, ... , 
n 

[n 2 1 J) , M1112 ~In!2 = 4
1n M n12 • Nun ist die Gültigkeit des Hilfssatzes offell­

sichtlich. 
2°. Wir setzen die Daten der Einleitung voraus und definieren eine Addi­

tion und eine 1Vlultiplilwtion mit Elementen aus K durch 
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Die ]I,fenge oft" der n-Eeke ist dann ein Vektorraum über K, nämlich der Vek­
torraum Ji!:~:= V EB V EB ... EB V. Dieser Vektorraum "tinl der Vektorraum 
der n-Eeke genannt. 

In der Definition eines n-Ecks (al' ... ,an) 'wlll'de die Verschiedenheit 
der Ecken a l , ..• , an nicht vorausgesetzt. Die n-Ecke (a, ... , a) nennen , .. ir 
triviale n-Ecke. Da man ein triviales n-Eck in V auch als ein n-fach helegtes 
I-Eck auffassen kann, hezeichnen wir die Menge der trivialen n-Ecke mit 
eR I "!:, Es ist klar, daß eR:I'n ein Teilraum des Vektorraums deI" n-Ecke ist. 

1 
Es sei A. = (al' ... , an) ein n-Eck mit Schwerpunkt h = - (al ... a~). 

n 

Das n-Eck A o = (al - :1;, ••• an h\ entsteht geometrisch, dadurch, daß man 
A so translatiert, daß sein Schwerpllnkt der Nullpunkt wird. Offenbar ist die 

oJto dei." n-Ecke A o ein TeilrauT11 des vlri~. 
Es sei dein Teilex von Tl und n = dd. Die Klasse der n-Ecke. die durch 

cl as zyklische Gleichungssystem 

definiert , .. ircl. hesteht aus den n-Eeken 

( 4) 

Wir bezeiclml::l die durch (4) definierte Klasse der n-Ecke mit oft,'. -, da man 
die n-Ecke dieser Klasse in V auch als d-fach belegte d-Ecke auffassen kann 
(sie sind aher dd-Ecke). Sowolll oft,i.d als ihre Teilmenge e:r:.J welche aus ihren 
n-Ecken mit Schwerpunktell () hesteht, sind offenbar Teilräume des Vektor­
raU111S T71(. 

Es seien n > 3 und x2 - CX + e ein quadratisches symmetrisches Poly­
nom f!US K[x], von dem wir voraussetzen, daß ein Fd(x) (n = dd> d > 1) 
teilt. ,ViI' hetrachten nun in V das zyklische Gleichungssystem 

(5) 

Zunächst bemerkt man, daß die Lösungsmenge nur in oftd.(j liegende 
Vektoren (al' ... ,an) enthält ([2] S. 164-165). So ist "ie ein Teilraum des 
Vektorraums oftd.(j der hier mit ec c) bezeichnet ,vird. 

Ist K speziell der Körper R der reellen Zahlen, so ist 

2n 
2cosk­

d 

ik~ -ik~ 
e ci + e d (k = 0, 1, ... , d - 1), 
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folglich ist jedes CI;' als Summe zweier zueinander primitiver daten Einheits­
wurzeln, eine solche Zahl; ist umgekehrt x2 - CX -;- 1 ein Teiler YOll Fj(x), 
so ist C c" für irgendeinen Index k (0 < Je < d - 1). Bekaliiltlich ([2J 
S. 151 und S. 163 Satz 6.) hesteht die Lösungsmenge des Gleichungssystems 
(5) in der reellen Ehene außer der Klasse der trivialen n-Ecke aus affin-regu­
lären d-Eeken mit Schwerpunkt 0, oder aus nid-fach helegten affin-regulären 

d-Ecken mit Schwerpunkt 0, je nachdem n = d oder n = dd (d> 1) ist. 
Dabei ·wird ein n-Eck (al"'" (In) nid-fach belegt affin-regulär genannt, 
wenn n = dd (1 < d< n) und 

ist '\·ohei (al- ... ,ad) ein affin-reguläres d-Eck bildet. 
\;;'ir kehren von der reellen Ehene zum allgemeinen Fall zurliek und 

füh:;:el1 eine analog Terminologie ein: Ein n-Bck A heiße !l;d-fach belegt dfin­
reglllär - nach F. Bachmann und E. Schmidt - -,\·elln Ao = 3.1' •.. , an dem 
zyklischen Gleichungssystem (5) genügt. Ist inshesondere Tl d, wird A affin­
reglllär genannt. 

Bei gegehenen n und K soll nun ·wiederum, ·wenn n 3 ist, in K[x] cm 

quadratischer Teiler x2 - cx r:: von Fn(x) existieren. Aus dem in 1°. veri-
fizierten Zerlegungssatz von F (~.) fo1"T '-' n\~'" 0 .... 

I 
Tl-i 
-')- -1 

(x r::) 
-...,., 

(x2 r::) für ungerades .,d;; - c"x n 
k=l 

X '1 _ r:: \ 
I ~ -1 

l (x e)(~'!~)-"'" (:.:2 - Ck X+8) I'" gerades n . -. · ... Tc ~ iur 
k=l 

rilit lek w-;': = c" (k = 0, 1, . ). 
i\Iit Hilfe der Booleschen "4Jgehren haben F. Bachmann und E. Schmidt 

be·wiesen_. daß der VektorTaum der n-Eeke über einem kommutativen Körper 
K, der einen quadratischen symmetrischen Teiler yon F

I1
(x) in K[x] hat, in 

der folgenden Weise direkt zerleghar ist: 

für ungerades n 

für gerades n 

Da eine Zerlegung von (xTl 8)(X 8) bzw. (xTl 
- 8)/(X r::)(x + r::) in quadra-

tische symmetrische Faktoren his auf Assoziierte eindeutig hestimmt ist, sind 

die in (6) genannten Klassen CS(ck ) (k = 1,2, 
n -1 n 
---, hzw. 

2 2 
1, die 

sämtlichen Lösungsräume von (5). 
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Man erkennt leieht, daß dieser Zerlegungsatz, geometrisch interpretiert, 
dasselbe besagt, , .. ie der in der Einleitung ausgesprochene Satz. 

Als Anwendung des Hilfssatzes 1 kann nun ein direkter Beweis für den 
zitierten Satz von F. Bachmann und E. Schmidt angegeben werden. Wir 
bahen nämlich die folgenden Behauptungen: 

1. Es sei n > 3. Da Fn(x) nach der Voraussetzung des Satzes in K[x] 
einen quadratisehen symmetrischen Teiler hat, liegen w k + w- k = Cf{ in K 
(vgl. 1°). Insbesondere sind die Elemente von Mi (i = 0,1, ... , [n/21) aus K; 
also kann man jedes Mi als eine lineare Transformation von Vi'!. in V i: auf­
fassen. 

2. Aus den Definitionen folgt unmittelbar Im Mo = cR.1,n' 

3. Ist n = 2m, so läßt sieh Im Y/lm = cft 2, m leieht verifizieren. 

4. Im ~ <S(Ci) (j, = 1, 2, ... ,[n 2 IJ). 
Beweis. Sei (al' ... , an) ein n-Eck. Es ist zu zeigen, da 

n-I 

:2 C(j-l)i aj+l' ... , 
j=O 

n-I } 
"'" c("I)·a"l ...:;; 1. I J. 

j=O 

dem Gleiehungssystem (5) genügt. Da für s = 0, : 1, ... , 

c(}'''-, <-I)" C, c(" )' -L c(" . I)' = W(j+s-l)i W-(j+s-I)i - wi + w- i -LI _ ! }7S 1 i )7$, Z 

W(j+S)i + W-(j+s)i + wU+S+1)i + W-U+s-!..I)i = ° 
ist, so ergibt sich 

n-I 

JE (C(j+S-l)i - Ci C(j+S)i + C(HS-'-l);) Uj-'-I 
j=O 

0, (s 0, ~ 1"" ,), 

Das lehrt unmittelbar 

n-I n-l 

.:2 C(j+S+l); aj+1 - Ci;Z C(j+s)i aj+l 
j=O }=o 

Tl-I 

:2 C(j+s-I)i aj+l = ° , 
j=O 

Wenn s die Zahlen n - 1, n - 2, ... , 0 durchläuft, ergeben sich nach 
und nach die Gleichungen des Systems (5). 

l(n-l , I 
- --.. - Co -t- E) 
n 2 , 

E, 

Ben'eis. Es ist klar, daß Co = OE odcr Co = 2e gilt, je nachdem die Charak­
teristik von K gleich oder ungleich 2 ist. Also hat man 

(7) '. n - 1 _ {ne für Char K " 2 e-;-----Co -
2 e für Char K = 2. 
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Dabei muß n im zweiten Fall ungerade sein. Das liefert hier sofort n8 = 8. 

Da Char K { n, folgt die Behauptung. 
6. Aus der Behauptung 5 ergibt sich offensichtlich: 

, l(n-l ) Im- .---Co+ 8 E 
n. 2 

cJt". 

7. Wegen der Behauptung 6 hat man (vgl. (1» 

(
ln - 1 

Im(I\lo +MI + ... +Mm}=Im ----co 
n 2 

= Im (~ n - 1 Co + 8)' E = cJt" 
n 2 

fürn=2m+l 

für n = 2i11. 

8. Da für lineare Transformationen NI' N 2 über einen Vektorraum W, 
Im (NI +- N2) c Im NI + Im N2 c Tf/ ist, hat man wegen der Behauptungen 
6 und 7 

Im Mm = eR:" für n = 2m + I 

ImMo + Im MI + ... 

9. Ein elementarer Satz der linearen Algebra besagt, daß der Durch­
schnitt der Bildräume der orthogonalen linearen Transformationen, aus dem 
Nullvektor besteht. Wendet man das auf zwei solche lineare Transformationen 

NI' N 2 an, so hat man 

10. Der Hilfssatz lehrt, daß die linearen Transformationen Mo, ... , Mm 
paarweise orthogonal sind. Daraus folgt, daß Mm und Mo ..• + Mm- I , 

l\'{m-I und Mo + ... + Mm- 2' ••• MI und Mo ebenfalls orthogonal sind. So 
hat man nach Behauptung 9 

Im Mo EB Im MI EB ... EB Im M m = cJt" für n = 2m + 1 

8 
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Aus der Behauptungen 2, 3, 4 und 9 folgt nun, daß 

demnach der yorgesehene Beweis des Satzes von F. Bachmann und E. Schmidt 
komplett ist. 

Zusammenfassuug 

In dieser Arbeit wird ein direkter Beweis für einen Satz von F. Bachmann und E. 
Schmidt gegeben, der sich im wesentlichen auf eine Darstellung der Einheitsmatrix über 
einem kommutativen Körper als Matrixsumme stützt. 
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