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Einleitung. Es sci n eine natiirkiche Zahl und ¥V ein Vektorraum iiber

einem kommutativen K&rper, dessen Charakteristik die Zahl n nicht teilt.
Die Elemente 2, b. . .. von V nennen wir auch Punkte, insbesondere den Nuli-

vektor 0 den Nullpunkt. Die n-Tupel a,. .. .. a, von Elementen aus ¥ nennen
wir — nach ¥. Baceyaxw und E. Sceminr ([2] 8. 22) — n-Ecke. Fiir die
n-Ecke definiert man eine Addition durch
— ! !
(A, .... a) -+ (b ... b)=(a, +by....,a,-+b)
1 Unter dem Schwerpunkt eines n-Ecks (a;,...,a,) wird der Punkt
—(a, + ... a) aus ¥V verstanden. Man fithri nun die Abbildungen
G T a, g
A=(apa, . ... 8,)>A = (2,84 2000 - -0 Bren-g)

der Menge aller n-Ecken in sich ein, fir k= 2,...,n — 1. A, und A _,
untcrscheiden sich nur im Umlaufsinn. Die 4, mit (k. n) = 1 sind die n-Ecke
die man erhilt indem man die Ecken von A teilerfremd iiberspringend durch-
lauft. Bei (k, n) = n/d, insbesondere k = n/d, ist A, ein n/d-fach belegtes
Teil — d-Eck von A.

Ist K speziell der K6rper der reellen Zahlen und A ein affines Bild eines
reguldren n-Ecks (in klassischem Sinne), so werden A und alle A, mit (k,n) =1
affin-reguldr, mit (k. n) = n/d n/d-fach belegt affin-regulir gemannt. Nach
F. Bacevany und E. Scemipr ([2] 12.3-—-12.5) 146t sich jedes n-Eck mit
Schwerpunkt 0 als Summe von affin-reguliren und n/d-fach Dbelegten
affin-reguliren n-Ecken mit Schwerpunkt 0 eindeutig darsteilen. Die Zahl
der Komponenten kann (n — 1)/2 bzw. n/2 nicht tbersteigen, je nachdem
n ungerade oder gerade ist.

F. Baceyaxw und E. ScEMIDT haben ferner gezeigt ([2] 12.3—12.5),
dafl der Begriff des affin-reguldren n-Ecks sich in V verallgemeinern ldfit und
ihr besagter Satz bei dieser Verallgemeinung giiltig bleibt.
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Ziel dieser Arbeit ist, einen direkten Beweis des ausgesprochenen Satzes
von F. BaceMANN und E. ScaminT zu liefern.

Der Ausgangspunkt ist die Bemerkung: Die Eigenschaft eines n-Ecks,
einc Darstellung als Summe von affin-reguldren und rn'd-fach belegten
affin-reguidren n-Ecken mit Schwerpunkt @ zu haben, 148t sich auch durch
eine Darstellung der Einheitsmatrix iitber K als Matrixsumme beschreiben.

¥°, Kreisteilungspolynome. Zyklische Matrizen. Eine Dazstelluszg der Ein-
heitsmatrix fiber einen kommutativen Kérper, der die n-ten Einheitswurzeln ent-
hdlt, als zyklische Matrixsumme.

Es seien n eine natiizliche Zahl und K ein Kérper, dessen Charakteristik
n niecnt teilt.

Ein Element w eires ErweiterungskSrpers von K heilit eine n-te Ein-

heitswurzel, wenn w Nullstelle des Pelynoms #”7 — ¢ ist. Dabei bezeichnen wir
inselement von K mit e
Auf Grund der Voraussetzung tiber die Charval < von K ist das
Polynom «" — ¢ zu seiner Ableitung nx"-1 eﬂern'mn{i. Daher ist 2" — ¢
quacdrativei und hat in keinem Erweiterungskorper mehrfache Nullstellen

e
§ ., Satz 3).

Z rfallungskérper von a" —
\s‘urzeln. Sie bilden in bezug au

- K enthilt somit genau n n-te

o
<

£

1

Einhez‘f
Gruppe ist als endliche Untergruppe eines Kérpers zyklisch (vgl. [1] Satz 26).

c’ ie ﬁultiplikatiou eine Gruppe. Diese

Thre erzeugenden Elemente werden primitive n-te Einheiiswurzeln genannt, Ist
w eine primitive n-te Einheitswurzel, so sind

w, Wi ..., wL w =g

Lie simitiicl Finheitsw 1 K ist d v iy i e n-te

die simtlichen Einheitswurzeln. »" ist dann und nur dann eine primitive n-te
Einheitswuzrzel, wenn (&, n) =

Die Zerfdllungskirper ven 2" — ¢ itber den Primkérpern werden, nach

der Charakteristik des Primkorpers, n-te Kreisteilungskdrper der Charakteristik

¥

Null bzw. der Charakieristik p genannt; p ist eine Primzahl mit p

Unter dem n-ten Kreisteilungspolvnom F (x) versteht man das auf den

n.

hichsten Koeffizienten 1 normierte Pelvnom, dessen Wurzeln genau die primi-
tiven n-ten Einheitswurzeln sind, also das Polvnom

F.(z) = Zz (# — ) (w durchliuft alle primitiven n-ten Einheitswur-
w

zeln).
Es seien n > 3, 42 — cx + ¢ ein quadratischer symmetrischer Teiler von
F (x) in K[x]. In einem Zerfallungskdrper von x” — ¢ hat ¢ eine Darsteliung
= w -+ w~L, wobel w eine primitive Einheitswurzel ist. Setze

¢, = w* L w™F fir E=0,+1, +2,...




EINHEITSMATRIX ALS ZYKLISCHE MATRIXSUMME 203

Dann ist ¢, € K und da F (x) gleich dem Prod

€ t der x — 2 mit (k. n) =1
hilt durch Zusammenfassen d

ktoren x — wh, x — wF die

ist, man T

[e3

er
folgende Berauptung:
Wenn F.(x) in K[x] einen quadratischen symmetrischen Teiler hat. zer-

fallt F,[x] in Kix] in quadratischen Feakioren:

A
~

Im weiteren Verlauf der Untersuchung wird eine Klasse zyklischer Matrie-

zen eine Rolle spiele Hiatrizen seien hier als guadratisch-

e
c
&
[47
N

e
B
=
wm
[e]
>

e
Mairizen definiert, in denen jede Zeile die gleichen Elemente hat, nur von
Zeile zu Zeile um eine Stelle nach rechts verschobe:

Hilfssatz. L sei ein Kérper, dessen Charakterisitk die Zahl n nicht teilt, und

der die n-ten Einheitswurzeln enthilt. Ferner seien w eine n-te primiiive Ein-
’zeitswz;rzel und w* — w ¥ =¢, (k= 0, --1. -=2,...). E beseichne die n-reihi

Einhetismairiz itber L. Dann bilden die n-reihigen fairizen
V 1 3 . 87;
Hig == ; : 2
2...¢]
Co ¢; Ca < Cn—1yi
1 . 1 e
g = | Cn-ny Co ¢ e Cin—2)i P 1.2
Ni; = = ol aney e
n [ 2|
jc Co; Ca; €g

1
i 71—‘1
{E’EO . T S {8+ > | E fiir ungerades n = 2m + 1,
. n Z )
iy '
) 1 1{  n-1 .
M, M LMy, +—M, = —|e+ ——¢| E fiir geradesn = 2m.
2 n\ 2
e n ..
Beweis. s sei zuerst n == 2m - 1, also Y = m. Eine einfache Rech-

nung zeigt, dab

n—1 i
J > w® fir s =0, +n. “2n,...,.

zl
l e+ mey, fir s=0,-+n, +2n,...,.
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Damit hat man

— n—1 . n-1 T
& -+ me, wi Swio. > =i
-y
i=o i—o i=0
m—1 1 n—1 A n—1 n—1 i
— wn—0i ¢ + N ogpt L. S (-2
) M= — 42; v & -+ me, > w >
Jj=0 n t= 1= =0
n-—1 n-1 n—1
ot 21 ; :
Sw > w 2wt .. e+ meg
L i=0 =0 i=0 -

Da die Summe der n-ten Einheitswurzeln fiir jede 1 == 1 gleich § ist

(vgl. [2] S. 188) haben wir

n—1
(3) 2“‘”20 (s==0,+n,+2n, ...,).
i=0

Nach (2 mit Hilfe von (3) ergibt sich (1) fiir n = 2m - 1.

Zum Fall n = 2Zm

by -

2m—
L nicht gerade ist, also 5 Co ebenfalls in L liegt und man hat
2
2m — 1
— ¢+ & fir s =0, +n, —2n... .
m—1 pA -
T —
G.f"stl ...Cbm n—1
l >y fiir s=0. ~n. ~2n,.....
i=
Daher folgt fiir r = 2m
"' om — 1 n-1i n-1 n—1 ) B
P Mt PP 21 < (=1
€ oW Ew .o >w
2 i=o =0 =0
n—1 P 1 n-1 n-1
— . 2m — . s
SM oA o] Swetth e T Il S e
T T Bl 2 i st
j=0 2 =0 i=0 =0
n—1 n—1 n-1 Om—1
. . . =TT
o sl .21 2431 i
>w >w Suw ..o P
L i=0 i=0 7=0 2 .

Mit Hilfe von (3) erhalten wir daraus (1) auch fir n = 2m.
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Wir haben ferner, wie man leicht verifizieren kann

~n-1 n—1 n-1 -
Z Csi C(n—s)j Z Csi Clnt1—s)j e Z Csi Cn—1-5)j
§=0 s=0 5=0
n—1 n-1 ”%

MM, = i Cnms)j oy D) e 2 S S 19
L I’ §=0 5=0

n-1 n—1 n—1
Z C(s+n—~1)i C(n—~s)j 2 Clstn-1)iC(nt1~s)j -+ - Z Cs+n—1)i Cln—1-9)j

L s=0 s=0 §=0

(1<ij<m).

Weiterhin ist

n-—1 n-—1
Fc(g__,,)l Cli—nyj == Z (uf(s‘:g)l + 10”(5+§)1(zc(t_5)1 .:_ -w"(i"SN) =
5=0
n-1 n—1 n—1
e 2 BE D SIS ! {1 -+ i+t si—sj !
= w3 wSTHs) b qp8t qu“ S/ g 12‘10 si-sf L
Sa= 0 §=0 §=0

n—1
—I]—- w1 E 1U—SI+S].
5=0

Nach (3) ergibt sich

l 0,i=5]

. N . . n
n—1 7 (W€D 4w @ = pepy, L= 55—
- ' 2
= Csrayi Cu—sy = { -
5=0 "

[Zn (u)(a'ri)m w (g+tym — 4( )0+f ne, i :j — —i— = 1.
Daraus folgt MM, =0 fir is==j und MM, = —Wi 1=1,2,...,
g Ly j

n—1 1
[—2—“” M, .M, = ™ M, Nun ist die Giltigkeit des Hilfssatzes offen-
sichtlich.

2°. Wir setzen die Daten der Einleitung voraus und definieren eine 4ddi-

tion und eine Muliiplikation mit Elementen aus K durch
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Die Menge o, der n-Ecke ist dana ein Vektorrzum iiber K, némlich der Vek-

torraum T’Q: VOV®...3 V. Dieser Vektorraum wird der Vekterraum
der n-Ecke genannt.

In der Def’lnition eines n-Ecks (a,, ..., a,) wurde die Verschiedenheit
der Ecken a,. ..., a, nicht vorausgesetzt. Die n-Ecke (a, ..., a) nennen wir
triviale n-Ecke. Da man ein triviales n-Eck in 7 aueh als ein n-fach belegtes
1-Eck auffassen kann, bezeichnen wir die Menge der trivialen n-Ecke mit
oAy, Bs ist Klar, dafi of;., cin Teilvaum des Vektorraums der n-Ecke ist.

Es sei A = (ay.....2,) ein n-Eck mit Schwerpunkt b = % (@, + ...a.).
sn-Eck Ay = {a; — b, ...a, — B} entsteht geometrisch, dadurch, da8 man
A so translatiert, dafl sein Schwerpunkt der Nullpunkt wird., Offenbar ist die
Henge ofly der n-Kcke A, ein Teilraum des VI,

®

Es sei d ein Teiler von n und n = dd, Die Klasse der n-Ecke, die durch
das zvklische Gleichun

definiert wird. besteht aus den n-Ecken
(4) TS : AR - PN - S : S ay).

Wir bezeichnen die durch (4) definierte Klasse der n-Ecke mit off, -, da man
die n-Ecke dicser Klasse in ¥ auch als d-fach belegte d-Ecke autfa ssen kann
(sie sind aber dd-Ecke). Sowohl ofl, ; als ihre Teilmenge of . 7 welche aus ihren
i-Ecken mit Schwerpunkiten ¢ besteht, sind offenbar Teilrdume des Vektor-
raums ¥,
Es seien n > 3 und 2> — cx -+ ¢ ein quadratisches symmetrisches Poly-
om aus K[x], von dem wir vorausseizen, da8 ein Fy(x) (n = dd > d > 1)
teilt. Wir betrachten nun in V das zyklische Gleichungssystem

o]

(5) a;, —ca,+a;=60,...,a, —ca; +a,=0.

Zunichst bemerkt man, dafl die Losungsmenge nur in of,; liegende
Vektoren (a,,...,a,) enthilt ([2] S. 164—165). So ist sie ein Teilraum des
Vektorraums of, 7 der hier mit C(c) bezeichnet wird.

Ist K speziell der Korper R der reellen Zahlen, so ist

27 ”

e T, T (r=0,1,....d — 1),

¢, = 2cosk
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folglich ist jedes ¢,. als Summe zweler zueinander primitiver d-ten Einheits-
wurzeln, eine solehe Zahl; ist umgekehrt 3% — cx + 1 ein Teiler von F{x).
so ist ¢ = ¢, fir irgendeinen Index k (0 <<% < d — 1). Bekanntlich ([2]
S. 151 und S. 163 Satz 6.) besteht die Losungsmenge des Gleichungssystems
(5) in der veellen Ebene aufler der Klasse der trivialen n-Ecke aus affin-regu-
laren d-Ecken mit Schwerpunkt 8. oder aus n/d-faci belegten affin-reguliren
d-Ecken mit Schwerpunkt @, je nachdem n=4d oder n =4dd (d > 1)

Dabei wird ein n-Eck (g5.....a,) n/d-fach belegt affin-regulir genannt,

wenn n=4dd (1 <d < n) und
(B 8, = (81, ..., 8080 0 8« v v s 8Byn s, 8y

T

ein affin-reguléres d-Eck hildet.

ir kehren veon der reelien Ebene zum allgemeinen FaH zuﬂ'i < and
fithren eine analog Terminologie ein: Ein n-Eck 4 heile n/d-fach belegt affin-
regulir — nach F. Bachmann uad E. Schmidt — wenn Aj = 2,,....13, dem
zykiischen Gleichungssystem (5) gentigt. Ist inshesondere n = d, wird A affin-
regulér genannt.

Bei gegebenen n uad K soll nun wiederum, wenn n 3 ist, in K[x] ein
quadratischer Teiler a2 — cx -~ &€ ven F,(x) existieren. Aus dem in 1°, veri-
fizierten Zerlegungssatz von F(x) folgt

{ .
(x —e) 2 (x> —¢,x -+ ) fiir ungerades n
2 — & = }l A-l n
| o
| (x—e)(x+e) Z (2 — ¢, x+¢) fiar geradesn
| f=1
mit wh o = e, (E=10,1,...).

k

Mit Hilfe der Booleschen Algebren haben ¥. Bachmann und E. Schmidt

beviesen, dafl der Vektorraum der n-Ecke iiber einem kommutativen Korper

K, der einen guadratischen symmetrischen Teiler von F,(x) in K[x] hat, in
er folgenden Weise direit zeriegbar ist:

A, BCC)D ... D EC(Cn) fiir ungerades n

(6) oA, =
Ay, DA, DE(C)D .. . ®C(Cn_,) fiir gerades n

Da eine Zerlegung von {x" — &)(x — ¢) bzw. (x" — &)/(x + &)(x 4 ¢€) in quadra-
tische symmetrische Faktoren bis auf Assoziierte eindeutig bestimmt ist. sind
be . n—1 n .

die in (6) genannten Klassen C¢,) (k=1,2,.... — bzw. P 1, die

sdmtlichen Ldsungsrdume von (5).
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Man erkennt leicht, dal} dieser Zerlegungsatz, geometrisch interpretiert,
dasselbe besagt, wie der in der Einleitung ausgesprochene Satz.

Als Anwendung des Hilfssatzes 1 kann nun ein direkter Beweis fiir den
zitierten Satz von F. Bachmann und E. Schmidt angegeben werden. Wir
haben némlich die folgenden Behauptungen:

1.Es sei n > 3. Da F,(x) nach der Voraussetzung des Satzes in K{x]
einen quadratischen symmetrischen Teiler hat, liegen w* - w—*=¢, in K
(vgl. 1°). Insbesondere sind die Elemente von M; i = 0,1, . ... [n/2]) aus K;
also kann man jedes M, als eine lineare Transformation von V% in V7| auf-
fassen.

2. Aus den Definitionen folgt unmittelbar Im M, = o, ..
3. Ist n = 2m, so ldBt sich Im M, = oA, ,, leicht verifizieren.
B ) {- n— 1 )
LTm B, Q) [ =1, 2| )
Beweis. Sei (a;,....a,) ein n-Eck. Es ist zu zeigen, da
n-1 n—1 n-1
lZ CiiBia1s D CU—1iBjris -2 > CGani Bt
| j=0 j=o 7=0
dem Gleichungssystem (5) gemiigt, Da fiir s =0, + 1,...,

e . . .
Cljmsmn)i = Ci Cjre)i T C(jrspny = WUTS™DL L qp=Urs=DI — qpf |- 197 4

LU gp= Ui L s+ L gp—(rs+Di = ()

ist, so ergibt sich

e

e
2 (Crsmni = € CGra T s B =0, (=10, 1,...,).

[
=1

Das lekrt unmittelbar

n-—1 n-1 11

! Y —
2 Crsini @1 — € S Cag)i iy T S Cirs—1)i @41 = 0.
j=o j=o0 j=0

Wenn s die Zahlen n — 1,n — 2, ..., 0 durchliuft, ergeben sich nach
und nach die Gleichungen des Systeras (5).

. l(n—l

d. —_—
2

A
)
Co =i~ E) == &.
n 2

Beweis. Es ist klar, dal ¢, = 0e oder ¢ = 2¢ gilt, je nachdem die Charak-
teristik von K gleich oder ungleich 2 ist. Also hat man

- , n—1  fne fitr Char K =2
™ LA P LS
2 ¢ fiir Char K = 2.
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Dabei mull n im zweiten Fall ungerade sein. Das liefert hier sofort ne = «.
Da Char K { n, folgt die Behauptung,
6. Aus der Behauptung 5 ergibt sich offensichtlich:

n—1
2

co—l—e) E=0,.

7. Wegen der Behauptung 6 hat man (vgl. (1))

1 .
Im(EIO+M1+...+Mm):1m(;n lco—i—e)E:ofin firn=2m-+41
n &
. LT
Im M, M, +... -+, —}~7Mm} =
1 n—-1 ) -
=Im (-—— 1 co+s) E =R, fiir n = 2m.
n 2

8. Da fiir lineare Transformationen N;, N, iiber einen Vektorraum W,

Im (N, +N,) c Im N, + Im N, ¢ W ist, hat man wegen der Behauptungen
6 und 7

I

mM, Lt ImMM, ...+ ImM, =, fir n=2m -+ 1

&

- 1 .
ITm My +Im M, +...+I;m? - Im—HM, =, fir n=_2m,
' 2

9. Ein elementarer Satz der linearen Algebra besagt, dafl der Durch-
schnitt der Bildrdume der orthogonalen linearen Transformationen, aus dem
Nullvektor besteht. Wendet man das auf zwei solche lineare Transformationen
N, N, an, so hat man

ImN, +ImN, =ImN, ®ImN,

10. Der Hilfssatz lehrt, dafl die linearen Transformationen My, ..., M,
paarweise orthogonal sind. Daraus folgt, daBl M, und M, -+ ...+ M, _,,
Mp—; und Mg+ ...+ M, ., ... M; und M, ebenfalls orthogonal sind. So

hat man nach Behauptung 9

ImMIm M, @... ©Im M, =R, fir n=2m +1

ImM,@ImM,@...0Im M, _,®Im M, =of, fir n=_2m.
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Aus der Behauptungen 2, 3, 4 und 9 folgt nun, daB

G)ZI ::[::[nl\Im of(,, —_— ImMm, @(c,-):M,- [l:: 17 2:-..,]:"’ . —}J;

<

demnach der vorgesehene Beweis des Satzes von F. Bachmann und E. Schmidt
kemplett ist.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein direkter Beweis fiir einen Satz von F. Bachmann und E.
Schmidt gegeben, der sich im wesentlichen auf eine Darstellung der Einheitsmatrix iiber
einem kommutativen Kérper als Matrixsumme stiitzt,
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