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1. Einfiihrung

Der momentane Belastungszustand eines beliebigen Maschinensatzes
kann praktisch als bekannt betrachtet werden, wenn in einem beliebigen
Querschnitt der Kraftiibertragungskette der in dem betrachteten Augenblick
vorhandene Drehmoment- und der Drehzahlwert bekannt sind. Die
Betriebsbelastungszustinde der den Maschinensatz bildenden Maschinen-
einheiten dndern sich wihrend der Lebensdauer der Maschine im grofiten Teil
der Fille ohne eine vorher angebbare funktionelle RegelmiBigkeit. Um die
optimale Zusammenarbeit der einzelnen Maschineneinheiten zu sichern, ist es
wihrend der Konstruktion erforderlich, daf} in Rahmen der Méglichkeiten die
Veridnderungsprinzipien dieser schwankenden Belastungen bekannt seien. Das
gleiche ist auch notig, um eine wirtschaftliche Festigkeitsbemessung der kraft-
iibertragenden Maschinenelemente zu sichern. Da der zeitliche Verdnderungs-
prozel} der Belastungszusténde mit einer eindeutigen Funktion nicht angegeben
werden kann, miissen die bestehenden stochastischen Zusammenhinge unter
Anwendung der Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Statistik
erforscht werden.

Die grundlegende Zielsetzung unserer Untersuchung war, ein wirklich-
keitnahes Bild der wahrscheinlichen Verteilung der wihrend der Lebensdauer
des Maschinensatzes vorkommenden Belastungszustinde zu geben. Die
gesuchten Wahrscheinlichkeiten kénnen auf empirischem Weg mit Hilfe der
statistischen Beobachtung eines im Betrieb arbeitenden Maschinensatzes
bestimmt werden. Mit Hilfe eines fiir die statistische Untersuchung geeigneten
Registriergerits werden in einem hinreichend langen Zeitabschnitt die Infor-
mationen iiber die realisierten Belastungszusténde aufgezeichnet. Die gesuchten
Wahrscheinlichkeiten werden mit der relativen Hiufigkeit der so registrierten
Kenngréfen auf Grund des Gesetzes der groflen Zahlen angendhert.

In diesem Beitrag werden einerseits die allgemeinen Fragen des als
stationdr angenommenen Zufallsprozesses der Betriebszustidnde untersucht,
wobei der Begriff der homogenen Klasse der unter statistisch gleichen Bedin-
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gungen arbeitenden Maschinensitze gleichen Aufbaues eingefithrt wird; zwei-
tens wird die statistische Methode der Bestimmung der mittleren Belastungs-
zustandsverteilung der so definierten homogenen Klasse behandelt und ein
kurzer Uberblick iiber die Anwendungsbereiche der Belastungszustandsver-
teilungsfunktion gegeben.

2. Die Kennzeichnung des Beiriehszustands des Maschinensatzes

Die Gesamtheit der physikalischen Gr6Ben endlicher Anzahl, die Betriebs-
kennwerte des Maschinensatzes, die den augenblicklichen Betriebszustand
eindeutig bestimmen, kénnen mit dem zu dem gegebenen Augenblick zugeord-
neten Zustandsvektor angegeben werden. Die Lebensdauer der Einrichtung
sei mit T bezeichnet, und es wird angenommen, dafl Betriebskenngrofien der
Anzahl r zu beobachten sind. In diesem Fall wird der zu dem Zeitpunkt ¢t € T

gehorende Zustandsvektor als ein Element von R® — des r-dimensionalen
reellen Euklidischen Raumes — folgendermafBlen aufgeschrieben:
a(t)
a) = || eRO; e (1

ar(t).

Die Koordinaten a;t); i = 1, 2, ..., r kénnen die mechanischen, thermischen,
kalorischen, elektrischen, magnetischen usw. Zustinde des Maschinensatzes
im Zeitpunkt ¢t € T bestimmenden Betriebsparameter sein. Wihrend der wei-
teren Untersuchungen wird angenommen, daf3 die Anzahl r der Koordinaten
von a(t) in dem Sinne minimal ist, daB zwischen ihnen kein deterministischer
Zusammenhang besteht. Diese Bedingung bedeutet keine Einschrinkung, da
die Momentanwerte der anderen Betriebskenngréfien, die sich als Funktionen
der unabhingig verdnderlichen Betriebsparameter ergeben, in Kenntnis der
funktionellen Zusammenhénge (innere Kennlinien), die durch den inneren Auf-
bau des Maschinensatzes bestimmt sind, leicht angegeben werden kénnen. Die
durch die inneren Kennlinien des Maschinensatzes bestimmten funktionellen
Zusammenhinge werden fiir die gesamte Lebensdauer T als festgelegt betrachtet,
konnen aber infolge der im tatsdchlichen Betrieb auftretenden Verzerrungs-
einfliisse (z. B. Abnutzung, Deformationen, Ablagerungen usw.) nur angenihert
verwirklicht werden. Die reelle Zahlenmenge, welche die mdglichen Werte
der Koordinaten a;(t) des Betriebszustandsvektors a(t) festlegt, mit H; bezeich-
net (i =1,2,...,r), fihren wir die Menge H, c R ein, die als direktes
Produkt! der Mengen H; erhalten wird:

1Das direkte Produkt der reellen Zahlenmengen H; © RW, i=1,2...., r ist die-
jenige H € RU7) r-dimensionale Menge, fiir deren beliebiges Element x = [x, x,. ..., 2,]% die
r

Relation x;€H;; i=1,2,...,7r erfiilllt wird. Bezeichnung: H= > H,
. =1
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H, = /V\H,-. (@)

i=1

Die so definierte Menge H, enthilt in jedem Fall die Menge H] der sich tat-
sichlich ausbildenden Betriebszustinde.

Bestimmte Koordinaten des vorhin eingefithrten Betriebszustandsvek-
tors a(t) kennzeichnen den Belastungszustand des Maschinensatzes. Ohne die
Allgemeinheit einzuschrinken, darf angenommen werden, dafi diese Zustands-
kennwerte in der Form der ersten n Koordinaten von a(t) aufgeschrieben wor-
den sind. Der Belastungszustand des Maschinensatzes kann somit in einem
n-dimensionalen Unterraum R™ erfolgen. Bezeichnen wir diese n-dimensionale
Vektorkomponente durch g(t) = [a,(t), a,(t), . . ., a,(t)]*, den aus den iibrigen
r — n Koordinaten gebildeten Restvektor durch h{t) = [a,.;(t), . . ., a(£)]%,
dann kann a(t) in der Form

a(t) = {g(t) }; g(t) ¢ RMW; h(z) ERC—; ¢€T (3)

aufgeschrieben werden. Die Beziehung zwischen der Menge H,, die die mogli-
chen Werte des Belastungszustandsvektors g(t) angibt, und zwischen den in
jedem Fall breiteren Produktenmengen H, ¢ H, wird durch die Relation

H,C H, — ><H,~ (4)

i=1

festgelegt. Der Belastungszustand des Maschinensatzes wird auf die vorhin
erwihnte Weise dann als bestimmt betrachtet, wenn in einem beliebigen
Querschnitt der Kraftiibertragungskette die vorhandenen Drehmomente und
Drehzahlen bekannt sind. Die Koordinaten des Vektors g(t) werden dic den
Belastungszustand des Maschinensatzes im erwédhnten Sinne kennzeichnenden
Drehmoment- und Drehzahlwerte sein; g(t) kann also folgendermaBen zerlegt
werden:

M(z)
n(z)

wobei M(t) = [M,,(t), . . ., M,(t)]* € R®® die Vektorkomponente der Dreh-
momente, n(t) = [ng (), ng(t), . . ., ng(t)]*, € R® die der Drehzahlen ist und
die Gleichheit o + f; = n erfiillt wird. Die in den Koordinaten von g(t) vor-
kommenden Drehmomente und Drehzahlenwerte kennzeichnen die Quer-
schnitte endlicher Anzahl der Kraftiibertragungskette des Maschinensatzes,
mit Hilfe der durch den inneren Aufbau des Systems bekannten funktionellen
Zusammenhinge konnen aber die gesuchten Groflen fiir einen beliebigen
Querschnitt angegeben werden.

g(t)=[ ]; teT, (5)
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Die empirische Untersuchung der Realisation des Vektors g(t) fiir ver-
schiedene Werte von t ist sehr umstindlich, da bei im tatsdchlichen Betrieb
arbeitenden Maschinensitzen die Registrierung der Koordinaten schwer zu
losen ist. In Kenntnis der inneren Kennlinien des Maschinensatzes konnen
sowohl der Zustandsvelktor

%4(2)

x(1) = ngt) ERM e T %)
)
als auch die
f: Rm , RM M

»Vektor—Vektor«-Funktion eingefiihrt werden, mit deren Hilfe g(¢) folgender-
maflen aufgeschrieben werden kann:

g(t) = f[x(?)] - (8)

Die Koordinaten des Zustandsvektors x(¢) sind also Kenngréfen, die mit den
Koordinaten von g(t) in einem bekannten funktionellen Zusammenhang stehen
und durch Messungen leicht registriert werden konnen. Die Dimension m des
Vektors x(t) kann nur in konkreter Kenntnis des Aufbaues des untersuchten
Systems und der Ausfithrung der anzuwendenden empirischen Untersuchungen
bestimmt werden.

Im weiteren wird der Vektor g(t) zur Kennzeichnung der Belastungs-
zustdnde benutzt. Dem Belastungszustandsvektor x(t) konnen in der vorhin
behandelten Weise die Menge D, der méglichen Belastungszustinde und die
diese enthaltende Produktenmenge D_ — R

: — N D,
D.c D, = l/z\}Dz 9)
zugeordnet werden, wobei D; die reelle Zahlenmenge i =1,2,...,m den

moglichen Wert der Koordinate x(t) bezeichnet. Zwischen den Mengen H,
und Dy besteht der Zusammenhang:

Hy = (D). (10)

Um das Gesagte zu veranschaulichen, betrachten wir z. B. einen Maschi-
nensatz aus einem auf diskrete Drehzahlpositionen geregelten Dieselmotor und
einem zweistufigen hydrodynamischen Getriebe, wobei- angenommen wird,
dafBl die Umschaltung der Geschwindigkeitsstufen des Getriebes automatisch
(auf Befehl von Drehzahlgebern) erfolgt. In dieser Annahme wurde die duBere
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Kennlinie des Maschinensatzes: Motor — Getriebe in Abb. 1 aufgezeichnet. Auf
die horizontale Achse sind die ausgangsseitige Drehzahl n des Getriebes und
auf die senkrechte Achse das an der Ausgangswelle auftretende Drehmoment M
aufgetragen. In dem untersuchten einfachen Fall bestimmen die auf die Aus-
gangswelle bezogenen Werte von Drehmoment und Drehzahl eindeutig den
Belastungszustand des Maschinensatzes; auf Grund des Zusammenhanges in
Gl. (5) kann also die Beziehung g(t) = [M(z), 2(t)]* aufgeschrieben werden.
Da das Registrieren des an der Ausgangswelle auftretenden Drehmoments
schwer zu losen ist, gehen wir auf den Belastungszustandsvektor x(z) iiber.
Von dem Kennliniensystem in Abb. 1 kann abgelesen werden, daB die Dreh-

Mg(Bo)

Abb. 1. Die Kennlinien des Maschinensatzes: Dieselmotor—hydrodynamisches Getriebe

zahl 71, der Ausgangswelle und der Parameter s der eingestellten Drehzahl-
position den Wert des Ausgangsdrehmomentes M (,) eindeutig bestimmen.
Somit bestimmt der Zustandsvektor x(t) = [s(¢), 2(t)]* unter Beriicksichtigung
der durch das Kennliniensystem in Abb. 1 definierten Abbildung f den Vek-
tor g(t). Das Registrieren der eingefithrien Parameterveridnderlichen s kann
sehr einfach, z. B. durch die Angabe der Regulatorzahnstangenposition geldst
werden. Die Menge H; C H, der Werte, die der Vektor g(t) annehmen kann,
wird durch die Punkte des aufgezeichneten Kennliniensystems gebildet, wih-
rend die Menge D, C D, der méglichen Werte des Vektors x(t) durch die
Punkte der in Abb. 2 skizzierten geraden Strecken bestimmt wird. Ist der
Drehzahlregler des Motors fiir die Einstellung einer beliebigen Drehzahl zwi-
schen der Hochst- und der Mindestdrehzahl geeignet, besteht gegeniiber dem
Gesagten nur der Unterschied, daB sowohl in dem in Abb. 1 als auch in dem
in Abb. 2 gezeigten Fall simtliche Punkte des durch die Kennlinienabschnitte
der oberen und unteren Drehzahlgrenzen bestimmten Ebenenteils als Betriebs-
punkte auftreten konnen.
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91={0,1,...,5} ; D2=[0, ]

Dy = Dy X Dy
Dy & Dy
C—1 Dy
s —
5
4 ]
3 ]
2 ] .
1 ]
0

=18 J

fim

Abb. 2. Die Darstellung der Menge Dx < Dx

3. Der zeitliche Verlauf der Belastungszustinde von Maschinensitzen

In den bisherigen Ausfithrungen wurde bei der Bezeichnung der zu unter-
suchenden KenngriéBlen ein festgelegter Zeitpunkt ¢t € T angenommen. Kénnte
fiir alle Zeitpunkte ¢ der Lebensdauer T des Maschinensatzes die vektorwertige
Zeitfunktion eindeutig hergestellt werden, LieBle sich die gesuchte Belastungs-
zustandsverteilung verhilinism#Big einfach bestimmen. Bei der iiberwiegenden
Mehrheit der Maschinensitze — wie schon darauf in der Einleitung bingewiesen
wurde — ist dies nicht der Fall. Im effektiven Betrieb werden in einem Zeit-
punkt ¢ € T die tatsiichlichen Werte x(t), x,(), . . ., x(t) der Koordinaten des
Vektors x(¢t) durch die Gesamtheit von Zufallsfaktoren bestimmt und deshalb
miissen sie als Zufallsverdnderliche, genauer gesagt, als die dem betrachteten
Zeitpunkt ¢t € T zugeordneten Ausgangswerte (Realisationswerte) der Zufalls-

-

verdnderlichen &(t)=[&,(t), . . ., Em(t)]* betrachtet werden. Nach dem Gesagten
erhilt man also durch die Zuordnung einer Zufallsverinderlichen zu jedem
Zeitpunkt t der Lebensdauer T des Maschinensatzes einen vektorwertigen
stochastischen Prozef,? der die Verinderung der Belastungszustinde beschreibt.
Unmittelbare Information iiber die vergangenen Belastungszustinde erhilt
man nur aus der durch Messung bestimmten vektorwertigen Zeitfunktion x(t).
Es seien der gegenwirtige Zeitpunkt mit t,,,, die Zeit von der Inbetriebsetzung

2 Die einparametrige Gesamtheit von Zufallsveriinderlichen bezeichnet man als einen
stochastischen ProzeB. In unserem Fall entspricht die Parametermenge dem die Lebensdauer
des Maschinensatzes angebenden Zeitbereich [1], [2], [3].
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des Maschinensatzes bis zum Zeitpunkt ¢, mit T, bezeichnet. Die die Bela-
stungszustdnde in den Zeitpunkten ¢ € T, bestimmende Vektorfunktion x(t)
ist die Realisations- oder Stichprobenfunktion des stochastischen Prozesses
g(t) Fiir die Bestimmung der Belastungsverteilung miissen diese Stichproben-
funktionen zur statistischen Beobachtung herangezogen werden. AnschlieSend
an das im vorigen Punkt behandelte einfache Beispiel wurde in Abb. 3 eine

Aﬁ'(t)

X(t)

- P

e

= -~

g -

s(t)

- - td
-~ e

s(ti)

Abb. 3. Eine mogliche Realisationsfunktion x(t) des Belastungsprozesses des Maschinensatzes:
Dieselmotor —hydrodynamischen Getriebe

mogliche Realisationsfunktion x(t) der Belastungszustidnde des untersuchten
Maschinensatzes Dieselmotor — hydrodynamisches Getriebe aufgezeichnet.
Der Motor hat diskrete Drehzahlpositionen endlicher Anzahl, wodurch auch
die Koordinatenfunktion s(t) nur diskrete Werte annehmen kann, 7(t) ist aber
in jedem Zeitpunkt ¢ € T}, eine stetige Funktion.

-

Da durch den stochastischen ProzeB &(t) jedem Zeitpunkt ¢ € T die Zufalls-
verdnderliche [§,(z), £4(¢), . . ., ém(t)]*zugeordnet ist, wird jedem Zeitpunkt die
gemeinsame Verteilungsfunktion Fyy;, ¥, ..., ¥m) der Koordinaten-Zufalls-
verdnderlichen &{t); i =1,2,..., m zugeordnet, die als Randverteilungs-
funktion erster Ordnung des Vektorprozesses z-‘(t) bezeichnet wird. Die Deutung
der in jeder Verdnderlichen von links stetigen Verteilungsfunktion Fy(y) =
= Fi(y. ¥ - . .. ym) erfolgt folgendermafien:

F(y) = O{El(t) <y Eat) <yoe oo Eml(t) < }’m}; y € D,. (11)

Sie gibt also die Wahrscheinlichkeit dessen an, daB im Zeitpunkt ¢ € T die
Relationen &, <<y, &, < ¥, .+ . Em < ym gleichzeitig erfiillt werden. Die unter-
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suchte Funktion x(t) bestimmt im Zeitpunkt ¢ € T, einen einzigen Vektor
[2(2). 2,(t), . . .. Am(t)]*: bei einem vollkommen allgemeinen Prozef} & (t) kann
also die Kenntnis einer einzigen Stichprobenfunktion keine unmittelbare
Information iiber die zu dem Zeitpunkt t € T gehorende Randverteilung liefern.
Um dic aus dieser Tatsache stammenden Probleme zu iiberbriicken, wird in der
Theorie der stochastischen Prozesse entweder die stationir-ergodische Hypo-
these — unter Anwendung der in vergangenen Zeitpunkten bestandenen Werte

Zufallsfunktion — eingefiihrt oder die Realisationsmenge untersucht.
Da aber nur eine einzige Realisation des Belastungsprozesses des Maschinen-
satzes zur Yerfiigung steht, ist eine Untersuchung der Realisationsmenge in
strengem Sinne nicht moglich. Die Bestimmung der Verteilungsfunktion der
Belastungszustinde mul} also auf die Untersuchung der im Zeitpunkt ¢ € T,
bestehenden Werte der Realisationsfunktion x(¢) zuriickgefithrt werden. Diese
Feststellung zieht die Spezialisation der Wahrscheinlichkeitsstruktur des bisher
im allgemeinen behandelten Belastungszustandes nach sich. Unsere weiteren
Unte '"uchunrren beschranken sich auf die stationdren und ergodischen Bela-
stungsprozesse, da eine statistische Analyse nur unter solchen Bedingungen

durchfiihrbar ist. Der Prozef} E(t) wird dann als stationdr (stationir erster
Ordnung) bezeichnet, wenn die in Gl (11) definierten Verteilungsfunktionen
Fdy) der Wahl des Zeitpunktes t € T gegeniiber invariant sind. Nach der
Stationaritédtsbedingung kann die Verteilungsfunktion F(y) = F(y) durch
die (horizontale) statistische Analyse der Realisationsfunktion x(¢) lings der
Zeitachse mit guter Ndherung bestimmt werden. Betrachtet man némlich die
bei einer geniigend langen Zeitpunktfolge {tl}Ml < Ty registrierte Vektor-
folge {x(t,)}l\il < D.. dann liefern deren Elemente — da sie die Realisationen
der Zufallsverdnderlichen ff(t )J,_l mit der gleichen Verteilungsfunktion F(y)
darstellen — eine statistische Stichprobengesamtheit. Die Annahme der Ergo-

diziiiit des Prozesses g(t) bedeutet im Grunde genommen, daf} die aus der Folge
f:»;(z“)}}‘il bewertbaren relativen Hiufigkeiten mit der Wahrscheinlichkeit 1
gegen den gesuchten Verteilungsfunktionswert konvergieren, wobei M — =c.
Bei stationdren und ergodischen Prozessen enthilt also eine einzige Realisa-
tionsfunktion sdmtliche Informationen in bezug auf die Belastungszustands-
verteilung.

4. Die statistische Untersuchung der Belastungszusiandsverteilung

Bei der Konstruktion von Maschinensédtzen geniigt es im allgemeinen,
fir die umsichtige Beriicksichtigung der zu erwartenden Betriebsverhiltnisse
nicht, die Betriebsbelastungsverteilung eines einzigen, dem zu konstruierenden
im Aufbau sehr dhnlichen, in einem fritheren Zeitpunkt in Betrieb gesetzten
Systems zu benutzen.
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Es ist zweckmiflig, bei der Konstruktion neuer Anlagen die empirisch
bestimmten Belastungszustandsverteilungen von Maschinensitzen &hnlichen
Aufbaues, die unter &hnlichen Bedingungen arbeiten, zu benutzen. Bei den
weiteren Untersuchungen wird angenommen, daf} in der obengenannten Weise
die Menge der Maschinensdtze dhnlichen Aufbaues, die unter statistisch gleichen
Betriebshedingungen arbeiten, zur Verfiigung steht. Die so entstandene
Gesamtheit wird als eine homogene Klasse bezeichnet. Die auf die eingefiihrte
homogene Klasse bezogene mittlere Belastungszustandsverteilungsfunktion,
die bei der Konstruktion dhnlicher neuer Einrichtungen verwendet werden
kann, wird aus den an einzelnen Elementen der untersuchten Menge wihrend
eines geniigend langen Zeitintervalls registrierten Realisationsfunktionen
bestimmt.

Nehmen wir an, dafl aus den an zufallsbestimmt gew#hlten Maschinen-
sitzen der Anzahl IV registrierten Realisationsfunktionen, x;(t);j=1,2,.., N
nach den Prinzipien im vorigen Punkt die entsprechenden empirischen
Belastungszustandsverteilungsfunktionen F j(-M)(y) schon bestimmt wurden. So
erhilt man die Funktionsmenge {F}AII)(y)}jILl. Da die Funktionen F}M)(y)
nicht kongruent sind, kann in jedem Punkt y € D, die Zufallsverdnderliche
@(y) eingefiihrt werden und die Funktionswerte Fﬁ'M)(y) konnen als eine aunf
@(y) bezogene unabhingige statistische Stichprobe mit N Elementen betrachtet
werden. Der zu dem Zustand y € D_ gehorende Wert F(y) der mittleren Vertei-
lungsfunktion der homogenen Klasse wird mit dem Erwartungswert von &(y)
definiert: '

F(y) = 3[&(y)] (12)

In GL (12) ist mit I das Funktional der Erwartungswertbildung bezeichnet.
Fir den empirischen Mittelwert der in der tatsichlichen Stichprobe mit IV
Elementen gefundenen Werte von F{*)(y) die Bezeichnung 8™ [F"(y)] ein-
gefiihrt, erhilt man nach der Definition des Mittelwertes

N
M [FM(y)] = — I F{¥ (y). (13)

Die Belastungszustandsverteilungsfunktion F(y) der homogenen Klasse wird
im Sinne des Gesetzes der grofien Zahlen mit dem empirischen Mittelwert (13)
angendhert. Im Falle unabhingiger Stichprobenelemente konvergiert nim-
lich bei IV — oo der empirische Mittelwert stochastisch gegen den Erwartungs-
wert [3]. Die zu der festgelegten Approximationseigenschaft erforderliche
Stichprobenanzahl kann nach der folgenden Niherungsmethode bestimmt
werden. Betrachten wir den Punkt § des Bereiches D,, wo die Streuung der
Zufallsverdnderlichen @(y) den gréften Wert hat. Dieser Punkt y € D, kann
durch die Berechnung empirischer Streuungen angendhert werden. Es ist
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bekannt, daBl der Mittelwert einer auf die Zufallsverinderliche 7 bezogenen
statistischen Stichprobe mit IV Elementen mit guter Niherung fiir eine Zufalls-
verdnderliche mit Normalverteilung genommen werden kann, deren Erwar-
tungswert mit dem Erwartungswert von 7 iibereinstimmt, wihrend ihre
Streuung dem |/ N -ten Teil der Streuung des urspriinglichen 7 entspricht [3].
Das zulissige MaB der absoluten Abweichung | M[®(3)] — 8V [FWY(§)] | soll
mit ¢ > 0 berechnet werden. Dann kann auf Grund des vorhin Gesagten
unter Beriicksichtigung der Dichtefunktion der Normalverteilung geschrieben
werden:
£ (gn—w)y

8(N)[F<M>(y)];<e}=__f/_2__J‘e 2%, dw, (14)
ony2a /

p=

wobei oy die Streuung der Werte von 8™V'[F “(y)], und w die Veriinderliche
der betrachteten Normal-Dichtefunktion bedeuten. Unter der Annahme eines
giinstigen reellen Zahlenwertes & kann die Beziehung ¢ = ¢o) aufgeschrieben
werden, mit deren Hilfe GIl. (14) in die nachstehende standardisierte Form
iibergeht:

p=8 { | [D(7)] — 8N [F(y)] | - ]
N

4

j T . (5)

1/275

Wird die Wahrscheinlichkeit p festgelegt, so kann auf Grund von Gl. (15) der
zu der gegebenen Abweichung ¢ gehérende #-Wert bestimmt werden. Unter
Beriicksichtigung der Beziehung

o

N

(16)

— wo ¢ die Streuung von @(y) bezeichnet — kann die zu dem Fehler ¢ und
zu der Zuverlissigkeit p gehorende Stichprobenelementenanzahl N mit Hilfe
der Formel

o282

&2

N =

17

bestimmt werden. Die in Gl. (16) eingefiihrte Streuung ¢ wird aus der Stich-
probe mit Hilfe der korrigierten Erfahrungsstreuung s* abgeschitzt:

ot = 2 > (e reG)—FRY] (18)

Aus dem Gesagten ist ersichtlich, daBl die Bestimmung der erforderlichen
Stichprobenanzahl im Grunde genommen einen Iterationsvorgang darstellt
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und die erste Information ither die unbekannte Streuung der Zufallsverinder-
lichen nur auf Grund einer vorher ausgew&hlten Stichprobe mit der Elementen-
anzahl V| erhalten werden kann. Dieser Tterationsvorgang wird aber meistens
schon im zweiten Rechenschritt beendet.

Bei den bisherigen Untersuchungen wurden die empirischen Verteilungs-
funktionen F}M)(y) als bekannt angenommen. Im weiteren muf} also nur deren
nihere Bestimmung behandelt werden. Wie darauf schon im vorigen Punkt
hingewiesen wurde, fithren wir die zu den einzelnen Elementen der homogenen
Klasse gehorenden Belastungszustandverteilungsfunktionen FJ(-M)(y) auf die
Untersuchung der in der dquidistanten Zeitpunktfolge {t,—}}le < Ty, registrier-
ten Vektormenge {xj(t,-)}?il < D; zurick (j=1,2,..., V). Bei geniigend
groBen Werten (fp —t;) schwanken die durch die gitterformige Zerlegung
der Menge D_ bestimmten relativen Hiufigkeiten dem Gesetz der groflen
Zahlen [3] gem#B schon mit grofer Wahrscheinlichkeit nur in geringem Male.
Betrachten wir zunichst die Wertevorrdte Dy, D,, ..., Dy der Koordinaten-
funktionen x;(t), xj,(t), . . .. £jm(t) der Realisationsfunktion x;(t) und zerlegen
wir diese mit den #dquidistanten Teilungspunkten:

Ky

{,’yl’l; Lie e Dl; i= 11 2:- R (LR (19)

Mit dem System der so angenommenen Teilungspunkte erhilt man im Bereich
) m

D, »Kontrollpunkte« der Anzahl H (ki + 1), wenn nach den Richtungen
=1

¥1s¥as « + -» ¥m voneinander unabhingig mit simtlichen Teilungspunkten als
Koordinaten m-dimensionale Vektoren gebildet werden. Die so erhaltenen
m-dimensiolalen Gitterpunkte [yy1, ¥ar,s -+ o Ymt, ] bezeichnen wir mit
y{l. 1, ..., In) und definieren das Ereignis Ay, .. 1
von D, fiir deren Elemente x die Ordungsrelationen in geschweiften Klammern

in Gl (29) giiltig sind:

iy als eine Teilmenge
* tm.

Aty 1,1y = {231 < ¥y X < Falgs + + 02 Zm < Yrmi,}
L€e{0,1,.. .k} (20)

I €401, . . sk}

Werden von den Elementen der Vektorenfolge {x j(t,-)}ﬁldiejenigen ausgewahlt,
fiir die die Relation

xi(t:) € Ayt .. .0 (21)

erfiillt ist, kann die relative Haufigkeit des Ereignisses Ay(h, lo o 1) bestimmt
werden. Mit »yq, 1, .. 1) diejenigen Elemente der Vektorenfolge der Linge M
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bezeichnet, fiir die Gl. (21) besteht, kann die gesuchte relative Héufigkeit fol-
gendermaflen aufgeschrieben werden:

L ) 5¢
I Ay, 1) = “‘y-—w-——"i- (22)

Gl. (22) gibt schon den im Gitterpunkt y(Il,,l,, ..., ) angenommenen Wert
der empirischen Verteilungsfunktion Fﬁ-M)(y) an. Wird die m-dimensionale
Einheitssprungfunktion

] 1 wenny; >0;i=1,2,...,m (23)
Uly) = { 0 sonst
eingefiihrt, kann Vylly, Iy, .« .o, 1) 1D der Form
Yy, by« o L) 22 Uly(. L. ..., lm)—xj(ti)] (24)
(&)
Xju(ts) < ymy,
k=1,2..,m

ausgedriickt werden, und somit ergibt sich die gesuchte empirische Belastungs-
zustandsverteilungsfunktion im Gitterpunkt y(l;, l,, .. .. In) auf Grund von
(22) und (24) in der Form

) 1 ~
GOy (Lo ln)) = = S UL Lol — 58] (25)
< [©)

x(ti) < ym,
k=12 ..,m

Mit Hilfe der mit dem Ausdruck (25) in den Gitterpunkten gegebenen Funk-
tionswerte erhilt man in einem beliebigen Punkt y € D, durch Interpolation
den Naherungswert der empirischn Verteilungsfunktion. Fiir die Folgenlinge
M in Gl (25) kann leicht eine untere Abschitzung gegeben werden, wenn die
Stichproben-Zeitintervalle At == t; — ;. geniigend groB sind, um die Zufalls-

verdnderlichen £(¢) und &(t + 4t) als voneinander unabhiingig betrachten zu
konnen. Bei einer auf Grund von

9

8¢

M >

log = (26
o L
& )

2

gewihlten Folgenldnge wird dann die Ungleichung

LR Ayt 1)) — Py Ay ey, 1) | =6 <6 (27)

erfiillt 3], wo pi(d;q, 1, ... 1)) die Wahrscheinlichkeit des untersuchten
Ereignisses A g, 1, ... 1) also den Wert der theoretischen Verteilungsfunktion
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an der Stelle y(I,l,, ..., ) bedeutet; 6 >0 ist ein beliebig festleghares
‘Wahrscheinlichkeitsniveau, und ¢ wird unter Beriicksichtigung der Bedingung
0 <e< pi1—pj) gewdhlt. Die vorkommenden p;-Werte sind im ersten
Schritt der Untersuchung unbekannt, so dafi diese vorher aus einer Stichprobe
mit einer Elementenanzahl M, abgeschiitzt werden miissen. Also wird hier auch
der gesuchte Schwellenwert M durch sukzessive Approximation erhalten,

Unter Beriicksichtigung der gegebenen Fehlerwahrscheinlichkeit ¢ und
des Genauigkeitsniveaus ¢ konnen fiir die gew#hlten Maschinensdtze der
Anzahl N die Verteilungsfunktionen F}M)(y) auf Grund von Gl. (25) durch
die Analyse der Stichprobenfolgen {x](t,)}fil c D, hergestellt werden. Fiir
die auf die homogene Klasse bezogenen mittleren Belastungszustandvertei-
lungsfunktionen erhilt man auf Grund der Definition in Gl. (12) in den durch
das Aufteilungssystem der Gl (19) bestimmten Gitterpunkten, mit den empi-
rischen Mittelwerten angenghert:

- 1 N _
F(y(lily .. 1)) = N 21'%' Uly( b, oo ln) —x(t)]. (28)
MN 737G
Nty < vy
k=12 ...,m

Wenn Gl. (28) bekannt ist, kann bei einer Lebensdauer T, die im Zustand

Ayay 1, ... 1) verbrachte Zeit aus der Formel

T (Y(lle lysvs lm)) =T F (Y(lle Lo lm)) (29)

berechnet werden.

Fiir die Veranschaulichung der Bedeutung der Beziehungen (28) und (29)
betrachten wir den schon in Pkt. 2 untersuchten Maschinensatz: Dieselmotor —
hydrodynamisches Getriebe. Die den Zustandsraum des das Wechseln der
Belastungszustinde beschreibenden stochastischen Prozesses:i‘(t) = [£,(1).5,0)]*
kennzeichnenden Mengen D_und D wurden in Abb. 2 schon dargestellt. Als
erster Schritt der statistischen Analyse soll die Zerlegung sowohl der Produk-
tenmenge D_ als auch die der Koeffizientenmengen D, und D, nach Gl. (19)
erfolgen. Bei dem untersuchten Maschinensatz besteht die Menge D, der Dreh-
zahlpositionen von vornherein aus diskreten Werten, deshalb kann die Zer-
legung {ylll}ﬁ‘:o D, gleichgesetzt werden. Der Drehzahlbereich der Ausgangs-
welle des Maschinensatzes — das Intervall D, = [0, n,;,] — wird mit den Teil-
maBpunkten {yzle}f‘;o auf k, dquidistante Teilintervalle zerlegt. Nach der
Zerlegung von D, und D, kénnen in Kenntnis der Realisationsfunktion x(t) =
= [s(t), n(t)]* des Prozesses E(t) die Ereignisse gemifl Gl. (20)

Ay(ll, = {3 Lyup < y:’.lz} (30)
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fiir alle méglichen Werte von I, und I, definiert werden. Angenommen, dal} der
untersuchte Maschinensatz das Element mit Index j der homogenen Klasse
ist und die Realisationsfunktion x{t) des Belastungsprozesses fiir die dqui-
distante Zeitpunktfolge {t[}‘}\il registriert wurde, steht die zweidimensionale
Vektorenfolge

= fe = {8 ~y(e)]* fit (31)

zur Verfiigung. Aus dieser Stichprobenfolge erhilt man auf Grund von Gl. (25)
in den Gitterpunkten y(I;, [,) die Werte der empirischen Belastungszustands-
verteilung mit den vorigen Bezeichnungen:

F§$ (y(1,, 1)) = f-— S U [yl Ia) — [s,(t)s ) 1*] (32)
_ s5(t ()t)< i,

Ayt < yu,

Die auf die homogene Klasse bezogene mittlere Belastungszustandsverteilungs-
funktion erhidlt man durch punktweise Mittelwertbildung nach Gl. (28) aus
den Verteilungfunktionen {F Dyl lg))}inl der zur Beobachtung ausgewihl-
ten Maschinensitze der Anzahl N:

F(Y(lv l.’.)) SZU[Y llvl _“[Sj(tt) n’]( )] ] (33)

M Ni=D
si(ts) < Y,
nit) < yu,

Hier wurde angenommen, daBl die Werte von IV bzw. M den Gl.-en (17) bzw.
(26) entsprechend gewihlt wurden. Ein moglicher Verlauf der so bestimmten
mittleren Belastungszustandsverteilungsfunktion F(y) wird in Abb. 4 gezeigt,
wobei bemerkt werden soll, da3 die zu den einzelnen Elementen der homo-
genen Klasse gehorenden Verteilungsfunktionen F E'M)(y) auch einen dhnlichen
Verlauf haben und ihre zahlenméiBigen Werte im allgemeinen den Werten der
Funktion F(y) nahe liegen. In Kenntnis der Funktion F(y) kann die ange-
nidherte Wahrscheinlichkeit jedes Ereignisses B angegeben werden, das aus
den Ereignissen in (30) hergestellt werden kann. Als Beispiel soll das Ereignis
in Abb. 5 betrachtet werden

B=1s=yuYp=n <y2,32} s (34)

das dann erfolgt, wenn die Drehzahlposition des Dieselmotors den Wert y,,
annimmt, wobei die Drehzahl der Ausgangswelle in das Intervall [y,; . y,s,)
fallt. Die angendherte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses kann bei bekanntem
F(y) folgendermaBen aufgeschrieben werden:

§{B} = F(y(x + 1, 5,)) — F(y(x 4 1,81) — F(y(x 8,)) + F(y(@. f)) . (35)
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Abb. 4. Die axonometrische Darstellung der Belastungszustandsverteilungsfunktion des Maschi-
nensatzes: Dieselmotor—hydrodynamisches Getriebe
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Abb. 5. Die Darstellung des Ereignisses B Dx

Wird angenommen, daBl der Maschinensatz wihrend einer Zeit T, in Betrieb
ist, kann die im Zustand B verbrachte Zeit nach Gl. (29) durch die Gleichung

7{B} = T ,9{B} (36)

angegeben werden. Ist das Ereignis B nach dem Ereignissystem in Gl. (30)
nicht zerlegbar, kann die gesuchte Wahrscheinlichkeit mit Hilfe einer sich auf
die Gitterpunkte y(l,, [,) stiitzenden Interpolation abgeschitzt werden.

2 Periodica Polytechnica T. E. 3/2
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Nach dem angefithrien Beispiel nun auf die allgemeine Behandlung
zuriickkommend, seien die Erweiterungsméoglichkeiten der statistischen Unter-
suchungen kurz erwédhnt. Neben der Analyse der durch die G.-en (28) und (29)
bestimmten Wahrscheinlichkeits- und Betriebszeit-Verteilungsfunktionen kann
die statistische Untersuchung der Wahrscheinlichkeitsstruktur des Belastungs-

prozesses &(t) nach mehreren Richtungen erweitert werden. Diese Unter-
suchungen konnen sich einerseits auf den stochastischen Zusammenhang der

Koordinatenprozesse §{t); i = 1, 2, ..., m des Prozesses E(t) heziehen, anderer-
seits kénnen sie auf Grund der durch den inneren Aufbau des Maschinensatzes
bestimmten dynamischen Zusammenhiinge auf die Herstellung des stochasti-
schen Modelles des Belastungsprozesses gerichtet sein. Die Erschliefung der
stoachstischen Beziehungen zwischen den Koordinaten des stationiren Pro-

zesses Z—‘(t) kann durch die Autokorrelationsanalyse der Koordinatenprozesse
bzw. durch die Kreuzkorrelationsanalyse der Koordinatenprozefipaare erfolgen.
Durch die Fourier-Transformation der Korrelationsfunktionen konnen die
spektralen Verteilungsfunktionen des Prozesses hergestellt werden. Die Korre-
lations- und spektralen KenngréBen enthalten eine bedeutende Menge von
Informationen in bezug auf die Wahrscheinlichkeitsstruktur der Prozesse,
in deren Kenntnis die Moglichkeit der statistischen Bewertung der vorhin
erwidhnten stochastischen Modelle besteht. Um das Belastungsprozefl-Modell
herzustellen, ist eine mehrseitige statistische Untersuchung der Komponenten

-

von £(t) erforderlich, welche die fiir die Zustandsidnderungen des Systems
bestimmenden dulleren Steuereinfliisse reprisentieren. Der Maschinensatz ant-
wortet als dynamisches System auf den Proze8 der Steuereinfliisse, in der
durch die innere GesetzmifBigkeiten des Aufbaues bestimmten Weise durch
die Verdnderung der anderen BetriebskenngroBen. Die Bestimmung der
Belastungszustandsverteilung kann also auch in Kenntnis der statistischen
Kennwerte der Steuereinfliisse und der Ubertragungseigenschaften des Systems
behandelt werden.

5. Die Anwendungsgebiete der Belastungszustandsverteilung

In Kenntnis der Belastungszustandsverteilung kann der gréoBte Teil der
Fragen in Verbindung mit der Konstruktion und dem Betrieb von Maschinen-
séitzen — die ohne ausfiihrliche Analyse nur intuitiv abgeschitzt werden konn-
ten — auf eine exakte Grundlage gelegt werden.

Uber die Betriebszeit in einem beliebigen Belastungszustandsbereich,
itber den durchschnittlichen Wirkungsgrad des Maschinensatzes sowie iiber
die Leistungsausnutzung und den Energieverbrauch erhilt man Informationen
aus der Belastungszustandsverteilungsfunktion [5].

Auch die Untersuchungen fiir die Optimierung der Zusammenarbeit der
Einheiten des Maschinensatzes konnen nur in Kenntnis der Belastungszustands-
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verteilung durchgefiihrt werden. Soll z. B. ein aus einer Kraftmaschine und
einem Getriebe bestehender Maschinensatz untersucht werden, konnen die
optimale Stufenzahl des Getriebes, bei hydrodynamischer Kraftiibertragung
die giinstige Lage des Scheitelpunktes der Wirkungsgradkurve, der minima-
lisierte Energieverbrauch des Systems sowie die Wahl der den Belastungen
am besten entsprechenden Schmierilsorte erfolgen.

Ein anderer grofler Anwendungbereich ist die Festigkeitsberechnung auf
Ermiidung bzw. auf Lebensdauer der Maschinenelemente der Einheiten im
Maschinensatz [2], [4]. In Kenntnis der Belastungszustandsverteilungsfunk-
tion konnen die relative Haufigkeit der einzelnen Laststufenintervalle beriick-
sichtigt, und dadurch die gleichwertige Ersatzbelastung fir die zeitlich ver-
dnderlichen stochastischen Kraftwirkungen bestimmt werden.

Zusammenfassung

Der Belastunszustand unter tatsichlichen Betriebsverbiltnissen arbeitender Machinen-
siitze dndert sich gréfitenteile ohne vorher angebbare strenge funktionsmiBige RegelmiBigkeit.
Die die Verinderung der Belastungszustands fiir einen lingeren Zeitraum kennzeichnenden
stochastischen Zusammenhinge kénnen unter Anwendung der Methoden der Wahrschein-
lichkeitstheorie und der mathematischen Statistik bestimmt werden. Die fiir die Kennzeich-
nung des Belastungszustandes eines Maschinensatzes eingefilhrten Koordinaten des n-dimen-
sionalen Zustandsvektors sind Zufallsverinderliche, daher erfordert die Bestimmung der
Belastungszustandsverteilung die statistische Untersuchung dieses vektorwertigen stochasti-
schen Prozesses. Wenn angenommen werden kann, dall der Belastungsprozell stationdr
und ergodischer Art ist, kann die Belastungszustandsverteilungsfunktion durch die statistische
Analyse der realisierten Belastungsprozesse mit guter Naherung bestimmt werden. Durch
die gitterformige Zerlegung der Menge der méglichen Belastungszustinde konnen auf Grund
der aus den registrierten Realisationsfunktionen erhaltenen statistischen Stichprobe die
Wahrscheinlichkeiten der nach dem erwidhnten Gittersystem definierten Teilbereiche unter
Anwendung des Gesetzes der grofien Zahlen durch die relativen Hiufigkeiten abgeschitzt
werden.
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