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Bei der Bemessung von Konstruktionen werden die theoretiseh bestimm-
ten Belastungen mit der theoretischen Lastfahigkeit verglichen. Dazu wird
ein theoretischer Begriff — die Spannung — angewendet, indem aus der
Belastung die Spannung 6 berechnet und die Lastfahigkeit der Konstruktion
mit der Spannung ol ausgedriickt wird. Ist die Beziehung

o(m) = ofr) (1)

zwischen den zwei Werten erfiillt, kann die Konstruktion der Beanspruchung
standhalten. Die klassischen Bemessungsverfahren betrachten die Spannun-
gen ¢ und ¢ als deterministische Werte und ersetzen Beziehung (1) durch

o = o (12)

Die Variante (1a) ist aber theoretiseh nicht realisierbar, da filr die un-
tere Grenze von ¢ nur 0 angegeben werden konnte, was die Bedingung (1a)
im vornhinein unanwendbar macht. So eriibrigt sich die theoretische Priifung
der Frage, ob die obere Grenze vom ¢ angegebenen werden kann. Die
Unausfithrbarkeit der Bedingung (la) wird auch durch die Praxis bewiesen.
Der Wert ¢ wurde vergebens niedrig angegeben, und die Belastung mit
einem Sicherheitsfaktor multipliziert; auch bei den derart iiberdimensionierten
Konstruktionen kamen oft Zerstérungen vor.

Ein Nachteil der klassischen Dimensionierung ist auch die Unwirt-
schaftlichkeit. Der Umstand, dal die tatsiichliche Belastung praktisch nie
gleich dem theoretischen Wert ist, wurde schon frither beobachtet, daher
wurde statt ¢U)  mit einem aus der theoretischen Belastung berechneten
Gy Wert gerechnet, der dann noch mit einer Zahl, hoher als 1. zu multipli-
zieren war.

Bei der Bestimmung von o) wurde die Festigkeit des Materials mit
einem so niedrigen Wert angesetzt, daf} eine kleinere Festigkeit nur in einem
geringen Prozent der Fille vorkommen konnte. Diese Methode verursachte
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bei den weniger wichtigen Bauteilen Mehrgewichte und ungerechtfertigten
Materialaufwand, hei besonders wichtigen Bauteilen gew#hrleistete sie u. U.
doch nicht die notwendige Sicherheit.

Der Nachteil der traditionellen Bemessung ist bei statisch unbestimmten
Konstrukticnen hesonders aungenfillig. Beachtet man, dall bei der Berechnung
des Lastspiels derseiben neben den Grundglﬂichungen auch die Gleichungen
der Festigkeitslehrve anzuwenden sind, ist leicht einzusehen, dafl die héhere
Lastfghigkeit des Materials nicht in jedem Fall die an die Lastfdhigkeit der

Konstrukiion eilten Anspriiche erfiillt. In diesen Konstruktionen nebhmen
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Die Bedingung der Zerstdrung wird mit Bezmhung (1) ¢ pluft. die
Ferte 0¥ und o, als Wahrscheinlichkeitsverinderlichen, werden mit ihren
Verteilungs- und Dichtefunktionen angegeben. Dies erméglicht die Zuordnung
oine“ Zahl zu der Beziehung (1): die Wahrscheinlichkeit des Falles, daf} die

Lastfahigkeit kleiner als die Belastung sein wird, was bei einer Einzelkon-

:tluktlon eine Information iiber de V
die voraussichtliche Zahl der Versager in der Serie angibt. Die zu Beziehung (1)

o

erldaBlichkeit gibt, bei Serienfertigung

gehorende Wahrscheinlichkeit wird Risike genannt und mit 1/k bezeichnet.

, . .

1[‘111 — P[U\m) < O—\')] . (3)
Wenn die Momente erster und zweiter Ordnung von ¢ und 6" vorliegen,
kann aufgrund des Zusammenhangs

M[a"] = M[6"] = m | D?[¢™] ~ D*[¢D] (4)
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dimensioniert werden. Bel einer Normalverteilung — die in meisten Fillen
eine annehmbare Anndherung darstellt — héngt »m« nur vom Risiko ab,

seine Werte sind in Tabelle T angegeben.

Tabelle I

Werte von »m«

10-1 o= 10- | 10-+ | 10-9 10-¢
1282 2326 3.090 3720 | 4.260 4,750

1/k

m

i
i
i

In der Fachliteratur wird das Risiko durch den gemeinsamen Berveich
zweier Dichtefunktionen charakterisiert bzw. mit der GroBe dieses Bereichs
gemessen (Abbildung 1).

M5 MiE (™)

3

Abb. 1. Die Verteilungsfunktion der Spannung o(™

Das ist aber nicht die Wahrscheinlichkeit der hier definierten Mefizahl
und auch mit den Angaben der in der Fachliteratur 1 (und 2) verwendeten
Tabelle nicht vereinbar. Es war also notwendig, die definierte Mefizahl ma-
thematisch zu formulieren und dann diese und ihre Berechnungsmethode
durch ein Simulationsmodell zu kontrollieren.

Berechnung des Risikos
Tiir die leichtere Verstandlichkeit setzen wir voraus, dafl ¢\” nur diskrete
Werte annehmen kann. Diese seien:
s, o0, ... 6D
die mit einer Wahrscheinlichkeit von

Py Pas + v s Py

auftreten. Es sei weiterhin die Verteilungsfunktion des bekannten Wertes o

Pl < 6] = G(o). (3)
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Abb. 2. Die Dichtefunktion der Spannungen (™ and o)
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Die Wahrscheinlichkeit dessen, daf

ist gleich der Summe

n
P < ,_7(!')] — ;‘:G(

(6)
der Konstruktion bestimmenden Ereignisse und die
die Belastung ausgestaltenden Ereignisse sind unab-
BDie Wahrscheinlichl dessen, dafll die Belastung G(-r>
acht und gleichzeitig die Lastfidhigkeit kleiner als dn«e

ljduu der Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse

lu

= ¢\"] = Pl"™ — &7
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9

on den »n« Ereim nissen eines elntutt.

o

der Wahrscheinlichkeiten

6 - pr=1/k. (8)

[

Ist nur ¢ eine Wahrscheinlichkeitsverinderliche mit der Verteilungsfunktion
F(c) und der Dichtefunktion f(c), kann der obige Gedankengang folgenderweise
verallgemeinert werden.

Teilen wir den

Deutungsbereich a, o der Funktion mit den Punkten

C"(()r>r o‘gf)./ O-g) (Gg) =a, G(nr) = b)
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auf »n« Teile auf. Die einzelnen Intervalle seien durch

g r r r)
4,060, 4,60, .., 4, 6
() —— [ (r)
d; 6 == [o{7. o\7]
bezeichnet.
Die Linge des »ic-ten Intervalls bezeichnet, betrigt dann:

dA 0O — D 50

fjd; o7 = oy G-y (9)
Laut der Definition der Verteilungsfunktionist die Wahrscheinlichkeit dessen,
] fal

daf der Wert von o' in das Intervall 46" fallt

— Flof+40) -

Unter Anwendung der Gleichungen (10), (6) und (7) 1a8t sich die Wahrschein-
nschreiben, dafl 6% in das Intervall [0“’ G(”] fallt und o kleiner

lichkeit a
I)

ist als o).
P[G{m) < O.l(:r_)p G‘('r) < ety < O-,(f) _L.L‘];(;(f)] —
P[G(m) < (7_,:@]} P[ (r) / o] <G _(r)

i=12,...n).

Die Wahrscheinlichkeit, daB von den »n¢ FEreignissen eines eintritt, kann
analog zu Zusammenhang (8) aufgeschrieben werden:

n
> GloD,) AF (o) . (12)
i=1

Wird ein Grenzwert o) — -6l AF (o) — 0, n — oo gebildet, erhilt man ein
Stiltjes-Integral, das infolge der Derivierbarkeit von (Fo) in der Form ge-

schriehen werden kann:

1k = lim \G( )) AF(o) = g' G(¢) - dF(c ):f (o) - fo)do. (13)

]1*7:

Die MeBzahl des Risikos ist also gleich der Mefzahl des Bereichs unter
der Kurve der durch Multiplikation der Verteilungsfunktion von '™ mit der
Dichtefunktion von ¢’ gebildeten Funktion. Berechnen wir das Risiko, zum
Beispiel, in dem #uBersten Fall, wenn die Verteilungsfunktionen von o
und o™ gleich sind:

d
Glo) = F(0). 7~ G(0) = g(0) = f(o) (14)
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Laut (13) ist das Risiko:

k= [6(0) - 5(0) - do = - [C)]-7 = (15)

le

Bei den Bedingungen (14) gem#B dimensionierten Konstruktionen ist
also die Zerstorung derselben mit der gleichen Wahrscheinlichkeit zu erwarten,
wie daB sie fihig sind, der Belastung standzuhalten. Dieses Ergebnis stimmt
mit unserer Ansicht vollkommen iiberein. Von diesen Konstruktionen wird
gefordert, dalBl sie eine bestimmte Zeitlang den Aunforderungen entsprechen
oder eine bestimmte Anzahl von Beanspruchungen aushalten. Diese zwei
Bedingungen sind im wesentlichen gleich. Es besteht aber ein wesentlicher
Unterschied zwischen dem Sicherheitsfaktor unter Beriicksichtigung des
Zeitfaktors bei der Serienfertigung.

5 I 0

Tl \~
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: t
fo (m)

Abb. 3. Die Produktfunktionen der Dichtefunktion der Spannung ¢ und der Verteilungs-
funktion der Spannung (™

Im ersten Fall gilt die Bedingung: Die Wahrscheinlichkeit der Zer-
stérung der Konstruktion wihrend der Betriehszeit darf einen vorgeschriebenen
Wert nicht iiberschreiten.

Im zweiten Fall: Der Risikowert soll Information iiber die voraussicht-
liche Anzahl der wihrend der Betriebszeit (Garantiefrist) beschddigten Stiicke
der Serie geben. }

Bei Einzelkonstruktionen wird das Maximum des Risikos in Abhéngig-
keit von der Zeit gesucht. Zu dessen Bestimmung geniigt es, die theoretisch
begriindete und auch in der Praxis beobachtete Tatsache zu beachten, dafl
der voraussichtliche Wert von ¢/ in Abh#ngigkeit von der Zeit nicht anstei-
gend und der voraussichtliche Wert von ¢') nicht abnehmend ist. Daraus
folgt, dal} der fiir das Ende des Planungszeitraums mit Formel (13) berechnete
Wert das Maximum des Risikos gibt (Abb. 3.).
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Soll die voraussichtliche Stiickzahl der von einer Serie wihrend der
Betriebszeit beschiddigten Konstruktionen angegeben werden, ist das in
Abhéngigkeit von der Zeit angeschriebene Risiko nach der Zeit zu integrieren.

Anwendung eines Rechenauiomaten zur Berechnung des Risikos

Das in Formel (13) angegebene Funktionsprodukt ist im allgemeinen
nicht integrierbar. Seine Berechnung ist nach numerischen Methoden méglich
und auf den Rechenautomaten leicht programmierbar. In der Rechentech-
nischen Abteilung des Bauwissenschaftlichen Instituts (ETI) wurde fiir einen
TPA in der Annahme von Normalverteilungen ein Programm ausgearbeitet.
Die programmierte Formel war die folgende:

b b ja— Mo N)]*
4 1 = TTanye - 2D}
' . { D(o)™ V2= ) } D(a")) 27
a a

B el Cagit)

1
~ 24D(6'™). D(5™) } U ’

a a

]2 [0’—-—;’” l.(r'))]:

de}.e__ﬁ(ﬁ do. (16)

Zur Berechnung der Integrale wurde die Simpson-Formel mit einem
Teilungsintervall h = 0,05 verwendet. Das Programm wurde auf zwei mit
Hilfe von Tabelle I ausgearbeiteten Beispielen ausprobiert. Die Angaben der
Beispiele waren:

In beiden Beispielen gelten: M(c'™) = 39,67 kp/em?, D(6"™) = 1,68
kp/em?, und D(6") = 1,3 kpjem® Die M(c")-Werte wurden mit der Formel
(4) angegeben, und zwar im ersten Fall fiir einen Risikowert 0.01; im zweiten

Fall fiir 0,001,
_M(G"')) = 34,73 kp/em® und M(o"y = 33,107 kp/em?.

Die Integrierungsgrenzen wurden folgenderweise angenommen:
Im ersten Fall:

@ = M("™) — 4D('™), b = M(c") - 5D(c").

Im zweiten Fall:
a = M’(a‘”’)) — SD(G‘»’")), b= M(") + 7D(G{")) .

Bedenkt man, dafl die Wertmengen vom G(c¢) und f(¢) in das geschlossene
Intervall, [0, 1] fallen, und sich G(¢) = 1 nur im Falle von o = oo ergibt,

2 Periodica Polytechnica T. E. 21
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Abb. 4. GroBe des Risikos am FEnde der Lebensdauer

ist einzusehen, dafl die Kurve der Produktfunktion unter den Kurven G(o)
und f(o) Legt (Abbildung, 4) der sich aus der Wahl der Integrierungsgrenze
ergebende Fehler im ersten Fall also

H < ¢(—4) + [1 — ¢(5)] = 0,000031671 --0,000000287 = 0,000031958
im zweiten Fall

H < ¢(—5) + [1 — ¢(7)] = 0,000000574 .
ist,
Die Rechenergebnisse waren:

1. 1/k = 0,0100210
2. 1/E = 0,00100224 .

Kontrolle des Risikos durch Simulation

Die Ergebnisse der nach theoretischen Uberlegungen berechneten
Kontrollbeispiele wurden auch durch Simulation bestitigt. Durch das Simu-
lationsmodell wurde die Wahrscheinlichkeit P[¢™ < ¢'’] mit der relativen
Hiaufigkeit der Ereignisse ¢ < o) ersetzt, und zwar so, dafl den der stan-
dardisierten Normalverteilung entnommenen zwei Zufallszahlen durch eine
den Verteilungsfunktionen von 6™ bzw. ¢ entsprechende Transformation
o™ bzw. o)-Werte zugeordnet wurden und fiir diese die Erfiillung der Be-
ziehung o™ < o) gepriift wurde.

Zum Programm der Simulation — das gleichfalls fiir den Rechner
TPA/i ausgearbeitet wurde — war zuerst die Darstellung der aus standardi-
sierter Normalverteilung gewonnenen Zufallszahlen notwendig. Dazu wurden
im Intervall [0, 1] aus einer gleichmifigen Verteilung gewonnene Zufalls-
zahlen verwendet. Bezeichnen wir diese Zahlen mit . Die mit dem Zusammen-
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hang im Sinne der These von Ljapunow

[12 n ”
o= | —|EFEt. . E) — 5 (17)
' n = 2

gebildeten Wahrscheinlichkeitsverinderlichen sind im Falle eines geniigend
grofen »n¢-s standard-normal verteilt. Im Programm ist n = 12, Durch diesen
yn-Wert wird auch die Formel vereinfacht und nihert sich gut — wie es
auch Tabelle IT zeigt — der standard-normalen Verteilung. Die Tabelle wurde
aus 1000 o,-Werten verfertigt.

Tabelle I

Erhruognilies | Normalvertcilung | Abweichung
—3.0 0.002 | 0,001 10,001
—2.7 0,003 0,003 0,002
—24 0.008 0,008 —_
—2.1 0,019 0,018 0,001
—18 0.042 0,036 L 10,006
—15 0,079 0,067 0,012
~12 0,117 0,115 40,002
—0.9 0,196 0,184 40,012
—0,6 0,290 0,274 40,016
—0.3 0,392 0,382 L 0,010

0 : 0.521 0,500 20,021
10,3 0.636 0,619 0,017
40,6 0.738 0,726 0,012
+0.9 0,807 0,816 0,009
+1,2 0.877 0,885 0,008
+1.5 : 0,931 0,933 -0,002
+1.8 0,964 0,964 -
+39.1 0.980 0,982 — 0,002
2.4 0.991 0,992 —0,001
42,7 0.998 : 0,997 40,001
=-3,0 0,999 f 0,999 —

Fiir den Risiko-Wert 1/k = 0,01 wurden 6 Simulationsversuche durch-
gefithrt, wobei je ein Versuch 1000 Ereignisse enthielt. In diesen wurden die
zufilligen Werte fiir Belastung und Lastfihigkeit, den Angaben des ersten
Beispiels entsprechend durch folgende Transformation

d? = 1,30, + 34,73, 6™ = 1,68 ¢;, - 39,67
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hergestellt. Die Auftrittszahlen des Ereignisses o‘s.r) > Gg.’”) das die Zerstérung
der Konstruktion herbeifiihrt, sind in Tabelle III angegeben.

Tabelle IIT

1K/ = 0,01
Seriennummer | 2 3 1 4 3 | 6
Anzahl der Zerstdrungen - 12 9 12 i 11 9 P14
Relative Hiufigkeit 0,012 0,009 0,012 | 0.011 0.009 0,014

Fir den Risikowert 1/k = 0,001 wurden 2 Proben durchgefiihrt. In
beiden wurde das zweite Problem durch 10 000 Ereignisse simuliert. Die
Transformation war dementsprechend die folgende:

o = 1,36, ~ 33,107, 6™ = 1,680, - 39,67 .

Die Wertpaare, die sich auf das die Zerstdrung herbeifithrende Ereignis
beziehen, kamen in beiden Fillen achtmal vor.

Diese zwei Proben konnen natiirlich als kein vollkommener Beweis
betrachtet werden, die Ergebnisse sind aber vielversprechend, da aus dem
Vergleich mit den fir ein Risiko 1/k = 0,01 durchgefiihrten Proben zu er-
kennen ist, dafl die relativen Hiufigkeiten in einem engen Bereich der be-
rechneten Wahrscheinlichkeit konvergieren.

Zusammenfassung

In der TFestigkeitsberechnung auf wahrscheinlichkeitstheoretischer Grundlage lifit
sich die Bruchwahrscheinlichkeit (das Risiko) als Integral der Produktfunktion aus der
Dichtefunktion der Beanspruchungen und aus der Verteilungsfunktion der Lastfihigkeit
berechnen. Verfasser beweist die Richtigkeit dieser Feststellung mit den Hauptsiitzen der
Wahrscheinlichkeitstheorie und weisen sie mit Hilfe eines Simulationsverfahrens. in der An-
nahme von Normalverteilungen, rechnerisch nach.
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