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Bei der Bemessung yon Konstruktionen werden die theoretiseh bestimm
ten Belastungen mit der theoretischen Lastfähigkeit yerglichen. Dazu wird 
ein theoretiseher Begriff - die Spannung angewendet, indem aus der 
Belastung elie Spannung u(r) berechnet und die Lastfähigkt'it der Konstruktion 
mit der Spannung u(m) aUi'geclrüekt wird. Ist elie Beziehung 

u(m) u(r) (1) 

z"wisehen den zwei ",-erten erfüllt, kann die Konstruktion der Beanspruehung 
standhalten. Die klassisehen Bemessungsyerfahren hetraehten elie Spannun
gen u(r) und u(m) als deterministisehe ",'erte und erSetzen Beziehung (1) durch 

(la) 

Die Yariantl' (la) ist aber theol'ctisch nieht realisierbar. da für die lUl

tere Grenze yon o(m) nur 0 angf'geben werden könntE', \\-a5 diE' Bedillgung (IR) 
im yornhineil1 ul1anwendhar macht. So erübrigt sich die theo1'E'ti8ehe Prüfung 
der Frage, ob elie obere Grenze ,"om u(m} angegehenen ,,-.-erden kann. Die 
Unausführbarkeit der Bedingung (la) wird auch durch clie Praxis b~'wicsen, 
Der \Vert u(m) -wurde ,"ergebens nieehig angegeben, und die Bela,:ttmg mit 

einem Sicherheitsfaktor multipliziert: auch bei den demrt überdimensioniertell 
Konstruktionen kamen oft Zerstörungen ,"or. 

Ein ::\achtei1 der klassischen Dimellsionierung ist auch die Unwirt
schaftlichkeit. Der Lmstand, daß die tatsächliche Belastung praktisch nie 
gleich dem theoretischen "{ert ist, wurde schon früher beohachtet, clahE'r 
wurde statt u~ax mit einem aus der theoretischen Belastung berechneten 
u(rj" Wert gerechnet, der dann noch mit einer Zahl, höher als L zu multipli
ZIeren war. 

Bei der Be:;:timmung yon u~l)n wunle die Festigkeit des }Iaterials mit 
einem so niedrigen Wert angesetzt, daß eine kleinere Festigkeit nur in einem 
germgen Prozent der Fälle yorkommen konnte. Diese Methode yerursachte 
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bei den weniger \,-iehtigen Bauteilen r.Iehrge"wichte und ungerechtfcrtigten 
1IateTialaufwalld, hei bCEonclers "wichtigen Bauteilen gewährleistete sie u. U. 
doch nicht die notwendige Sicherheit. 

Der ::\achteil der traditionellen Bemessung ist bei statisch unhestimmten 
K0115truktionen hesoncler5 angenfälEg. Beachtet man, daß bei der Berechnung 
d(~s La"t:::piels der:::elh(,l1 neben den Gnmdgleichungen auch die Gleiehungen 
der Festigkc:itskhw· anzuv,-endi'l1 sind, ist leicht einzllEchcl1, daß die höhere 
Lastfähigkeit des jIatcriah nicht in jedem Fall die an die La;:;tfähigkeit der 
Konstruktion gestellten Ansprüche erfüllt. In eIi,'scll Konstruktionen nehmen 
die einzf'Inf'l1 Tt·i1e ,-on ihrer SteifigJ.;::~it abhängig anl Tragen der Last teil. 

Die Ahweiehlmg der tatsäch1iehpll Stpifigk"it '-011 dem hei der Ben·ehnung 

der 
1Ießzahi 
es 

\\Tcrt v"eruT:::acl1t also f:in~ '-eräl1derung df>s Lastspiels. 

(I er ahrsclleinlichlceitstheorie 

der kl,,~sischen Dimensiollienmg recht
Definition cin,-1' =',1 eßzahL ehe für die Z(>Tstörungs

der Konstruktionen kennzeichnend ist. L ni('," dem Gesichtspunkt 
kich":\'l' und wirtschaftlichc-r Konstruktionen "wäre diese 

also Konstl'uktiol1rn 
zu ~nt'\-(,-Tfpn. die dr'J1 Belastungen sich()r standhalten. 

Definie1'en wir di,'se 1Ießzahl alE die W' ahrscheinlichkeit cl<:E Falls, daß 
(lie Konstnü;.tiol1 unter der \\-irkung der Belastung zugrunde geht. 

DiE- Bedingung cleI' Z,'rstönlll!! wird mit Beziehung (1) ,gelHüft. elie 
'-- '- '-- '- '-/ . 

\\7 erte a\,n) und u(1"), alt' Wah1'sehl'inlichkeitsyeränderliehen, werd.·n mit ihTel1 

Ye1'teilungs- und Diehtdunktionen angegehen. Dies ermöglicht die Zuordnung 
einer Zahl zu der Beziehung (1): flic WahTscheinlichkeit clei' Falles, daß die 
LaEtfähigkeit kleiner als die Bda~tuIlg sein v;ircL "was bei einer Einzdkoll
struktion eine InfoTmation üher die Y crläßlichk(jt gibt, }wi Serienfntigung 
die voraussichtliche Zahl der Yel'snger in der Serie angiht. Die zu Beziehung (1) 
gehörende \''7 ahrscheinlichkeit v;ird Risiko genannt und mit 1jk bezeichnet. 

( 3) 

Weun die ::\lomente erster und zweiter Ordnung yon u(m) und u(t) yorliegen, 

kann aufgruncl des Zusammenhangs 

(4) 
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dimensioniert werden. Bei einer Normalyerteilung - die m meisten Fällen 
eine annehmbare Annäherung darstellt - hängt ))m« nur yom Risiko ah, 
seine "'\\1 erte sind in TahE'lle I angegeben. 

10- 1 

m 1 ~M) _ .. 0.;;.. 

10-~ 

~.326 

Tahelle I 

10- 1 

3.720 

10-5 

4.260 

10-G 

·1,750 

In der Fachliteratur ,,-ird das Risiko durch den gemeinsamen Bereich 
zweier Dichtefunktionen charakterisiert bzw. mit der Größe diE'ses Bereichs 
gemessen (Abbildung 1). 

Abb. 1. Die Yerteilungsfunktion der Spannung (J(m) 

Das ist aber nicht die Wahrseheinlichkeit cler hier definierten l\Ießzahl 
und auch mit den Angaben der in der Fachliteratur 1 (und 2) yerwencleten 
Tabelle nicht yereinhar. Es war also notwendig, die definierte Meßzahl ma
thematisch zu formulieren und dann diese und ihre Berechnungsm.ethode 
durch ein Simulationsmodell zu kontrollieren. 

Berechnung des Risikos 

Für die leichtere Verställdlichkeit setzen wir voraus, daß v(r) nur diskrete 

Werte annehmen kann. Diese seien: 

die mit emer Wahrscheinlichkeit yon 

Pi' P2' ... , Pli 

auftreten. Es sei weiterhin die Yerteilungsfunktion des bekannten "-ertes v(rn) 

p[v(m) < v] = G(v) . (5) 
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Abb, ~ Die Dichtefu!lktioIl der SpanIlungen 

FJ[ü(m) ~ Gi!")] == 
p[ü(m) --:: ü~) ] 

1 

Gki J) 

G(ü;;)) , 

und O'(r) 

.) \ 
-J' 

(6) 

Die die LQ~tfähigke:it der Konstrnktio'l lJe"riml11.enden En'ignisse und elie 
auf diese "\\-jJ'kendpn~ die BC'lnstung t(>ndf'll Ereig'ni8::':(, sind uuuh .. 
1,,' '1'" =7 1 "1' l' " 1 Q l' D"' (r' nanglg YOllelnaT.iCt.er. 1.ne \\/ anrSChf'llL-IC!.lkYlt drssC'l1~ (clf;) Ctle belastung Gi! 

eine Spannung: YPrlu'sacht und gleichzeitig dIe Lastfühigkeit kleü1t'r als diese 
ist, wil'Cl durch das Produkt dpl' \'\/ahrsc-1H'inlichk('itf'll rIer heiden El'f'ignisse 
angegcb,'n. 

P[ aim) < a)r) , air) = 0')'1] pr a,m! /' ,j"}r1] , P[air ) 

(i = L ~, ... , 71). (7) 

Die Wahrscheinlichkeit dessen, daß yon dpn M/« Ereignissen emes eintritt, 
ist gleich der Summe der Wahrseheil1lichkeiten. 

11 

p[a(m) < air)] = 2' G(a;')) , Pi l/li: . (8) 
i=l 

Ist nur air) eine "7 ahrscheinlichkeitsyeränderliche mit der Yerteilungsfunktion 

F(a) und der DichtefunktionJ(a), kann der obige Gedankengang folgenderweise 
verallgemeinert werden. 

Teilen wir den Deutungshereich a, b der Funktion mit den Punkten 

a ir) O'(r) air) (a(r) = a air) = b) 
0'1'''''11 0 'Tl 



auf )111« Teile auf. Die einzelnen Intervalle seien durch 

bezeichnet. 

LI 1 u(r), Ll
2 

u(r), ... , J Tl u(r) 

LI; 17(1) = [U)':?l,U}r)] 

Die Länge des "i(,-ten Intervalls hezeichnet, beträgt dann: 

15 

(9) 

Lmt ein Definition dcI' Yert<'ilung"funktion ist die W ahI'scheinlichkeit dessen, 
cbß der \"\'el'l VGn m ci;}s Intervall Ll i I7

Ü
) fällt 

rntn' An,\"('mhmg cl,>}' Gl,'iehungen (10), (6) und (7) läßt sich cE" ,'rahrschein
lichkt·it amchreihen, claß 17(1) in das Intervall [17(1) l' u(r)] fällt und kleiner 

l- - l 

i~t als a?2 1 ~ 

Die Wahrseheinlichkcit, daß von den »n« Ereignissen eines ein tri tt. k,mn 

analog zu Zusammenhang (8) aufgeEchriehen werdcn: 

n 
'\-' G(u/':?l) LlF:(u) . ( 12) 

"Wird ein Grenzwert U~l) -. 17\1~1' LI F;(u) -;.. 0, 71 -- = gehildet, eI'hält man ein 
Stiltjes-Integra1, da;:: infolgc der Derivierharkeit von (Fu) in der Form ge
Echriehen werden kann: 

n b b 

1/1.- = 1im 2'G(0'}~1)LlF(u) = \' = G(o') . dF(o') = \' G(o') , f(a)du. (13) 
..JF;-+O i=1 Ci Li 
11-= 

Die :Meßzahl des Risikos ist also gleich der Meßzahl des Bereichs unter 
der Kurve der durch jlultiplikation der Verteilung8funktion von o'(m) mit der 
Dichtefunktion von 0'(1) gebildeten Funktion. Berechnen -wir das RiEiko, zum 
Beispiel, in dem äußersten Fall, wenn die Verteilungsfunktionen von 0'(1) 
und u(m) gleich sind: 

G(u) 
d 

F( u), da G( u) = g( u) = f( a) (14) 
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Laut (13) ist das Risiko: 

+= 
_1 [G2(a)]-~= 

') -= Ijk = j' G(a) . g(a) . da 
1 

2 
(15) 

Bei den Bedingungen (14) gemäß dimensionierten Konstruktionen ist 
also die Zerstörung derselben mit der gleichen Wahrschf'inlichkeit zu erwarten, 
wie daß sie fähig sind, der Belastung standzuhalten. Dieses Ergebnis stimmt 
mit unserer Ansicht vollkommen liberein. Von diesen Konstruktionen wird 
gefordert, daß sie eine bestimmte Zeitlang den Anforderungen entsprechen 
oder eine bestimmte Anzahl yon Beanspruchungen aushalten. Diese zwei 
Bedingungen "ind im wesentlichen gleich. Es hesteht aber ein wesentlicher 
Untcrsehied zwischen dem Sicherheitsfaktor unter Berücksichtigung des 
Zeitfaktors bei der Serienfertigung. 

Abb. 3. Dip. Produktfunktioncn der Dichtcfunktion der Spannung (J(r) und der Verteilungs
funktion der Spannung (J(1n) 

Im ersten Fall gilt die Bedingung: Die Wahrscheinlichkeit der Zer
störung der Konstruktion während der Betrieh5zeit darf einen yorgeschriehenen 
\Vert nicht über5chreiten. 

Im z'weiten Fall: Der Risikowert soll Information über die voraussicht
liche Anzahl der während der Betriebszeit (Garantiefrist) beschädigten Stücke 
der Serie geben. 

Bei Einzelkonstruktionen wird da5 :\Iaximum des Risikos in Abhängig
keit yon der Zeit gesucht. Zu dessen Bestimmung genügt es, die theoretiseh 
hegründete und auch in der Praxis beobachtete Tatsache zu beachten, daß 
der yoraussichtliche \\1 ert von dm) in Abhängigkeit YOll der Zeit nicht anstei
gend und der yoraussichtliche \Vert yon a(r) nicht abnehmend ist. Daraus 

folgt, daß der für das Ende des Planllngszeitraums mit Formcl (13) berechnete 
Wert das :Maximum des Risikos gibt (Abb. 3.). 
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Soll die voraussichtliche Stückzahl der von einer Serie während der 
Betriebszeit beschädigten Konstmktionen angegeben werden, ist das in 
Abhängigkeit von der Zeit angeschriebene Risiko nach der Zeit zu integrieren. 

Anwendung eines Rechenautomaten zur Berechnung des Risikos 

Da:; in Formel (13) angegebene Funktionsproclukt ist im allgemeinen 
nicht integrierbar. Seine Berechnung ist nach numerischen :\lethoden möglich 
und auf den Rechenautomaten leicht programmierbar. In der Rechentech
nischen Abteilung des Bauwissenschaftlichen Instituts (ETI) wurde für einen 
TPA in der Annahme von Normalverteilungen ein Programm ausgearbeitet. 
Die programmierte Formel war die folgende: 

b b 

1jh .
r{ 1 r -
J D( o')(m) V 2;r .J e 

a a 

b b 

= 2;rD(o-(m~). D(o-(r) j {Je-
a a 

[x-,\f(o-("'l)]' 
:2D'1tO"C1it ') da. (16) 

Zur Berechnung der Integrale ·wurde die Simpson-Formel mit einem 
Teilungsintervall lz = 0,05 yerwenclet. Das Programm wurde auf z'wei mit 
Hilfe von Tabelle I ausgearheiteten Bei;;;pielen ausprobiert. Die Angahen der 
Beispiele 'waren: 

In beiden Beispielen gelten: iVI(o-(m) = 39,67 kpjcm2 , D(o'(m) = 1,68 
kpJcm2, und D(u(r') 1,3 kpjcm2 • Die l1I(0'(r)-Werte wurden mit der Formel 
(4) angegeben, und zwar im ersten Fall für einen Risikowert 0,01; im zweiten 
Fall für 0,001, 

M(a(r) = 34,73 kpjcm2 und NI(o'(r) = 33,107 kpjcm2 • 

Di e Integrierungsgrenzen wurden folgenderweise angenommen: 
Im ersten Fall: 

Im zweiten Fali: 

Bedenkt man, daß die Wertmengen vom G( (3) und f( 0') in das geschlossene 
Intervall, [0, 1] fallen, und sich G( 0') = 1 nur im Falle von 13 = = ergibt, 

2 PeriodiC'u Polytechnica T. E. 2/1 



18 J. SV..fB und O. CSURI 

Abb. 4. Größe des Risikos am Ende der Lebensdauer 

ist einzusehen, daß die Kurve der Produktfunktion unter den Kurven G(a) 
und j(a) liegt (Abbildung, 4) der sich aus der Wahl der Integrierungsgrenze 
ergebende Fehler im ersten Fall also 

H< rp(-4) [1 q;(5)] = 0,000031671-L 0,000000287 = 0,000031958 

im zweiten Fall 

H< <]'(-5) [1 (F(7)] = 0,000000574. 
ist. 
Die Rechenerg~bnisse waren: 

1. 1/k = 0,0100210 
2. 1jk = 0,00100224 .. 

Kontrolle des Risikos durch Simulation 
Die Ergebnisse der nach theoretischen Überlegungen berechneten 

Kuntrollbeispiele wurden auch durch Simulation bestätigt. Durch das Simu
lationsmodell wurde die Wahrscheinlichkeit P[ a(m) < a{r)] mit der relativen 
Häufigkeit der Ereignisse a(m) < a(r) ersetzt, und zwar so, daß den der stan
dardisierten Normalverteilung entnommenen z"wei Zufallszahlen durch eine 
den Verteilungsfunktionen von a(m) bzw. a(r) entsprechende Transformation 
alm) bzw. art Werte zug~ordn~t wurden und für diese die Erfüllung der Be
ziehuna alm) < aIr) aeprüft "wurde 

;::, Z I e '. 
Zum Programm der Simulation - das gleichfalls für den Rechner 

TP Aji ausgearbeitet wurde - war zuerst die Darstellung der aus standardi
sierter Normalverteilung gewonnenen Zufallszahlen notwendig. Dazu wurden 
im Intervall [0, 1] aus einer gleichmäßigen Verteilung ge"wonnene Zufalls
zahlen verwendet. Bezeichnen wir diese Zahlen mit ~. Die mit dem Zusammen-
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hang Im Sinne der These von Ljapunow 

" ) n ] "'~n -2 (17) 

gebildeten Wahrscheinlichkeitsveränderlichen sind im Falle eines genügend 
großen »1l.«-S standard-normal verteilt. Im Programm ist n = 12. Durch diesen 
)11.«- \V ert wird auch die Formel vereinfacht und nähert sich gut - "Wie es 
auch Tabelle II zeigt - der standard-normalen Verteilung. Die Tabelle wurde 
aus 1000 u;-Werten verfertigt. 

Tahelle TI 

Erfahnm!Z:::mi.Wi,ge 
Normah-erteilung Ab\-,;eichung ::;: YerteÜullg ~ 

-3.0 0.002 0,001 +0,001 

-2,7 0.005 0,003 -;-0.002 

-~A 0.008 0.008 

-~,1 0,019 0,018 +0,001 

-L8 0,042 0,036 ":"0,006 

-L5 0,079 0,067 -;-0,012 

-L2 0.117 0,115 +0,002 

-0,9 0.196 0,18'1 +0,012 

-0,6 0,290 0,274 +0,016 

-0,3 O,39~ 0.382 +0,010 

0 0.521 0,500 -;"0,021 

+0,3 0,636 0,619 +0,017 

+0,6 0,738 0,726 +0,012 

+0.9 0.807 0,816 -0,009 

-'-1.2 0.877 0,885 -0,008 

+1.5 0,931 0,933 -0,002 

L8 0,96·t 0.964 

+2,1 0.980 0,982 -0,002 

+2,4 0,991 0,992 -0,001 

+2~7 0.998 0,997 +0,001 

+3,0 0,999 0,999 

Für den Risiko-Wert 1jk = 0,01 wurden 6 Simulationsversuche durch
geführt, wobei je ein Versuch 1000 Ereignisse enthielt. In diesen ,nll'den die 
zufälligen Werte für Belastung und Lastfähigkeit, den Angaben des ersten 
Beispiels entsprechend durch folgende Transformation 

3,i ~3 {m) - 1 68 '" I 39 6'" T, I ,(Ji - , Vi? I ,( 

2* 
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hergestellt. Die Auftrittszahlen des Ereignisses Ü}r) > ü}m) das die Zerstörung 

der Konstruktion herbeiführt, sind in Tabelle III angegeben. 

Seriennummer 

Anzahl der Zerstörungen 

Relatiye Häufigkeit 

1 

12 

0.012 

Tahelle m 
lkf 0.01 

2 

9 

0,009 

3 '! 5 6 

12 11 9 14 

0.012 0.011 0.009 0,014 

Für den Risiko\\"ert 1/k = 0,001 wurden 2 Proben durchgeführt. In 
beiden ·wurde das zweite Problem durch 10000 Ereignisse simuliert. Die 
Transformation ·war dementsprechend die folgende: 

33,107, ü;m! 39,67 . 

Die Wertpac,re, die sich auf das die Zerstörung herheiführende Ereignis 
heziehen, kamen in heiden Fällen achtmal yor. 

Diese z·wei Prohen können natürlich als kein yollkommener Beweis 
betrachtet ·werden, die Ergehnisse sind abn Yielvt>rsprechend, da aus dem 
Vergleich mit elen für ein Risiko 1/k = 0,01 durchgdührten Prohen zu er
kennen ist, daß die relativen Häufigkciten in einem engen Bereich der he
rechneten ,Vahrseheinliehkeit konvergieren. 

Zusammenfassung 

In der Festigkeitsberechnung auf wahrscheinlichkeitstheoretischer Grundlage läßt 
sich die Bruchwahr~cheinlichkeit (das Risiko) als Integral der Produktfunktion ~us der 
Dichtefunktion der Beanspruchungen und aus der Yerteilungsfunktion der Lastfähigkeit 
berechnen. Yerfasser beweist die Richtigkeit dieser Feststellung mit den Hauptsätzen der 
\'{/ahrscheinlichkeitstheorie und weisen sie mit Hilfe eines Simnlationsycrfahrens. in der An
nahme von ::\"ormalverteilungcn. rechnerisch nach. 
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