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Bei der Biegung ebener gekriimmter Stibe werden die Festigkeitsverhilt-
nisse in der elementaren Festigkeitslehre im allgemeinen in Verbindung mit
der annidhernden Berechnunsgmethode von Grashof dargelegt. Bei dem am
einfachsten ausgebildeten ebenen gekriimmten Stab ist

— die Mittellinie des Stabs ein Kreisbogen mit einem Radius von Rg
(Abb. 1);

— die senkrecht zur Mittellinie (und zu deren Ebene) stehende Ebene
des Querschnittes geht durch den Mittelpunkt 0 des Kreises und durch die
Achse X;

— der Querschnitt des Stabes ist konstant;

— eine der Schwerpunkts-Trigheitshauptachsen des Querschnittes liegt
in der Ebene der Mittellinie.

Die einfachste Beanspruchung eines solchen ebenen gekriimmten Stabes
kann mit den an den zwei Endquerschnitten angreifenden Biegekriftepaaren
von Momenten M und — M hergestellt werden (Abb. 1).

Das Ann#herungsverfahren von Grashof sucht eine Losung, die im Falle
des Grenziiberganges

Rs—>m

in die sich auf die reine, parallele Biegung des prismatischen geraden Stabes
beziehende Navier-Formel iibergeht.

Das Anndherungsverfahren setzt voraus, da3

— die Querschnitte Ebene bleiben;

— sich die Abmessungen der Querschnitte nicht éindern, (diese Annahme
kann folgendermassen ausgedriickt werden: m = oo);

— sich die Mittellinie im unbelasteten Zustand vom Radius Rg in ihrer
eigenen Ebene zu einem Kreisbogen vom Radius rg biegt.

— sich der in unbelastetem Zustand durch die zwei Endquerschnitte
gebildete Winkel ¢ infolge der Belastung verdndert. Der veridnderte Winkel:
v (Abb. 2);

o*
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Abb. 2

— an der Ebene des Querschnittes nur o-Spannungen auftreten; wenn
die spezifische Dehnung des im Punkt P durchgehenden Kreisbogens von einem
Radius Rg + 7 betrigt, so

o(n) = Ee(n) -
Die Berechnung nach Grashof fiihrt zur folgenden Formel
M M R
o(n) = + 1, (1)
AR I,e Rs+n
wo
I, =|n? dA 2
: j e @

das fiir die Achse & berechnete reduzierte (Trigheits) Moment zweiter Ordnung.
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Vorliegende Arbeit wiinscht das Problem der reinen Biegung der ebenen
gekriimmten Stibe mit einem von der iblichen Gedankenfolge abweichenden
(aber mit diesem #quivalenten) Gedankengang zu prisentieren. Sie bestrebt
die #hnlichen Ziige der Biegung der ebenen gekriimmten und geraden Stibe
von konstanten Querschnitten hervorzuheben.

Im Falle von einem geraden Stab ist in jedem Punkt der Schwerpunkt-
achse £ des Querschnittes ¢ = 0. Die Achse & kann daher Zeroachse genannt
werden. Es ist iiblich zu sagen, dal die die Achse & des geraden Stabes schnei-
denden, geradlinigen Fasern neutrale Fasern sind (Abb. 3).
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Abb. 3. Gerader Stab. Ebener gekrimmter Stab

Es versteht sich von selsbt, daf} die Querschnitte des ebenen gekriimmten
Stabes — nach Grashof berechnet — auch eine Zeroachse haben. (in der Abb. 3
die x-Achse). Die kreisbogenformigen Fasern des ebenen gekriimmten Stabes
mit einem Radius von R, sind die neutralen Fasern. Diese biegen sich — in
ihrer eigenen Ebene — unter dem Einfluf der Belastung zu Kreishogen mit
einem Radius von r,. In beiden Fillen ist es charakteristisch fiir die neutralen
Fasern (fiir die Zeroachsen), daf}

c=20, =10,
d. h. dafl die Linge dieser Fasern vor und nach der Belastung gleichermafien
lo = Ryp = roy
d. h.
R
p=—"g
Ty

Die Dehnung der von dem Koordinatenausgangspunkt O in einem Abstand
von R =Y = R, + y befindlichen Faser, die in unbelastetem Zustand eine
Lénge von I = Yg¢ hat, betrigt daher wie folgt:

q)zRo“ro

l=(ro+y)w—(Ro+y)¢=(£—°—~1Jy ¥

To Ty
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und die spezifische Dehnung — dem Hookschen Gesetz folgend —
A A _Ry—ry ¥y @

E == —— = foeneed

I Yg ro Y E

Daraus

Ry —r1, L

c=E (Y=R,+y)

Ty

Obwohl die Werte von R, und r, voriibergehend unbekannt sind, zeigt
sich der hyperbolische Charakter der Spannungsverteilung klar. Eine der

Y,y“ b,

A
yly /

Tangenten der Hyperbel ist die zur Y-Achse parallel laufende Gerade 0 = ¢
(Abb. 4), fiir welche

. R,—r
o =limg=E—-2 0
v, ¥ Ty

(3)

charakteristisch ist. Mit dieser Bezeichnung kann die Spannung in der folgen-
den Form

Y
G = (G u — 4

geschrieben werden.

Die Werte von R, und r, bzw. ¢_ lassen sich aus den Ausdriicken des
resultierenden Doppelvektors des auf dem Querschnitt verteilten Krifte-
systems, d. h. aus den Momenten der resultierenden Kraft Fr = 0, und des
resultierenden Kriftepaars My = M berechnen.

FszadAzgmflydA:o,
) ,

A
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d. h. — unter Anwendung der Gleichheit y = Y—R, —

fydA JY ROdA:A—RDJiiift.z . )
Y
A
Daraus
A
Ry=—2—. (6)
=
A

7o kann aus der Momentengleichung berechnet werden. Das Moment des sich
verteilenden Kriftesystems ist M fiir die beliebigen in der Ebene des Quer-
schnittes und parallel zur x-Achse liegenden Achsen. Fiir die X-Achse z. B.
betrigt das Moment
M= jYadA — o jydA-_ Goysd ;
A

aus der Gleichung
Ry—ry, M

Ty ys4

0o = FE

afit sich r, berechnen.
Wird das Moment fiir die x-Achse aufgeschrieben, so kommt man zur
folgenden Gleichheit

M—JyadA - jl—dA__—J ppRogy %=
R,J). Y R,
A

wo die Deutung des modifizierten Moment zweiter Ordnung

f Bga=1,, ®)
A

dhnlich der in (2) gegebenen Deutung des reduzierten Moments zweiter Ordnung

ist. Daraus hat man
M
Gm = RO - (9)
I x

wihrend sich aus den zwel Ausdriicken fiir ¢ die folgende Formel ergibt
| L. = Ryysd — Ry(Rs — Ry) 4. 10)
Schliellich erhilt man fiir die Spannung unter Anwendung von (7) bzw. (9)

My Mp2, (11)

o= 0
Ays Y I, . Y
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Das reduzierte Moment zweiter Ordnung 148t sich als das Moment zweiter
Ordnung des sogenannten reduzierten Querschnitts deuten. Abb. 5 vor Auge
haltend kann aufgrund der Ahnlichkeit der Dreiecke ABO und CDO geschrie-
ben werden,

D _a _E
AB a Yy '
d. h.
a, —ZBs,
Y
und
Bs ga_Bs gay —gav—da,,
Y Y
folglich
a RS 2
L= J neSdd = J n?dA, . (12)
A A

Die in der Abb. 5 auf der linken Seite der Y-Achse gestrichelt gezeichnete
Kurve stellt den der obenerwihnten Deutung entsprechenden reduzierten
Querschnitt dar.

Gleicherweise augfrund der Ahnlichkeit der Dreiecke ABO und EFO
ergibt sich
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and
._R—O_dA = B-Q—a dY = a,dY = dA,,
Y Y
Folglich
I, = y‘z—lé’— dd = J yidA,,. (13)
4 A

Auf der rechten Seite der Y-Achse stellt eine gestrichelte Linie den auf
diese Weise gedeutenden modifizierten Querschnitt dar.

Die zwei auf verschiedene Weise hergestellten verzerrten Querschnitte
sind proportional zueinander, da
_Rsa_Rs R, Rg

=-—-a, .

al’
Y R, Y R,

Es scheint jedoch, daBl die zur X-Achse (zur neutralen Faser) gebundene
— im vorigen Modifizierung genannte — Umgestaltung aus dem Gesichts-
punkt der allgemeinen Behandlung bestimmte Vorteile besitzt. Auf Grund
der Gleichung (5) kann nimlich einerseits geschrieben werden, dafl

RojiézjﬁdAzfdAmzAm:A, (14)
% Y
A A A

d. h. die modifizierte Querschnittsoberfliche stimmt mit der originellen iiber-
ein, anderseits gilt (mit der Konstante R, multiplizierend)

fy%dfl: ydd, —0. (15)
A A

Demnach ist die neutrale x-Achse die Schwerpunktachse des modifizierten
Querschnitts, analog wie bei den geraden Stéiben.

Es kann nachgewiesen werden, dall sich der Abstand Rg—R; = ys
iiber alle Grenzen hinaus vermindert — die x-Achse nihert iiber alle Grenzen
der Schwerpunktachse des originellen Querschnitts — wenn der Wert Rg
iiber alle Grenzen wichst, d. h. der Stab »gerade« wird.

Y soll mit Hilfe des fixen Punktes 2 und des verinderlichen Abstands
k als die Summe (Abb. 6)

Y=v+k
gedeutet werden, den Wert des Kriimmungsradius wihle man so, daB
. | vmax | <K

[omex |

k
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Abb. 6

sei und den Reziprokwert vonY schreibe man eine unendliche Reihe entwickelnd
1 1 1 v v)? v )3 1 1 ¢ f
— = =1l —=—F [—| — =] +... — ¥ (=1)|—
Y vtk k [ {k {k AR > (=1)

Damit gilt fiir

RS = Vg —:— k
und
j' v2dA Yv3dA \
fié_zi 454 A A ] =
Y k ET k2 B
A
A vs |, G ¢ A
= __ 1] — =2 L= 3 : _——-—-—~1—~ k
k[ EOR R ) k| f()}
wenn die folgenden Bezeichnungen
¢ = 1 vid A
A
A
und
- ¢
fly = (=12
= k

angewandt werden. Somit

A k

ys:RS«— dA: 1 . ==
fhaiuinll Bt b IR AT ) A
Y I.,[ k A )]

vsf(k) + f(k)k — —f
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Den Wert von k iiber alle Grenzen erhshend, nihert der Zihler iiber alle
Grenzen dem Zero zu. d. h. daf} wirklich

lim yg = 0. (16)

Rg—»w

Daraus kénnen die Grenzwerte

lim I, = I 17
Rs—soe
und
limg = lim —Q{—R{Jizﬂn (18)
Rg—e= Rg=e Ipy o Y Ig

bewiesen werden. Damit kann die paralelle Biegung des geraden Stabes als
ein Grenzfall der paralellen Biegung des ebenen gekriimmten Stabes behandelt
werden.

Der Vollstindigkeit halber bietet sich hier die Bemerkung, daB} die
Identitit der in den Gleichungen (1) und (11) geschriebenen Ausdriicke der
Spannung, aufgrund der Substitution der

Rs =R, +ys, N=y—Ys

Gleichheiten, weiterhin der unter Beriicksichtigung von diesen aus {2) folgen-
den Beziehung

R2

Ir,§ = f Im,.\'

R

in (1) einfacherweise nachweishar ist.
Schliefilich ist noch interessant zu erwihnen, dafl der Wert von I i,

im Falle von einem Kreisquerschnitt unabhiingig vom Mafi der Kriimmung
ist und mit dem Wert von I iibereinstimmt, d. h.

din

mx = :Ié'

64

wo d der Durchmesser des Querschnittes ist. Der Wert R, kann mit den Ordi-
naten

leRS‘“%a Y,= R +

vo | &

der zum Kriimmungszentrum des Querschnitts néchstliegenden bzw. davon
am fernsten liegenden Punkte einfach ausgedriickt werden und ist mit der
Hilfte der Summe der arithmetischen und geometrischen Mittelwerte

_05(Y 4+ Y) + 1YY,

R, 5

gleich.
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Zusammenfassung

Der Fall der reinen Biegung der ebenen gekriimmten Stébe wird mit einer der Annihe-
rungsberechnung von Grashof dquivalenten, aber von deren Gedankengang abweichenden
Methode untersucht. Die von dem Ublichen abweichende Erérterung wird durch das Bemiihen
gerechtfertigt, die dhnlichen Ziige der Biegung der geraden und der ebenen gekriimmten Stébe
markanter zu zeigen.
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