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1. Einleitung 

Gummireifen, ~rembrane für Luftfedern, Gummischläuche mit Konl­
einlage, einzelne Typen der Gummigurt-Bandfönlerer sowic eine Art der 
Brennstoffhehälter für Flugzeuge werden aus im Gummi gp!wttcli-m und yulka­
nisiertem Kordgewehe hprgestellt. Für die Struktur der angeführten Gummi­
Kord-Ylasehinenplemente ist die diagonale Kordfadpnanordnung l;:ennzeich­
nencl. 

Es darf einführend festgestellt werden, daß in den hochentwiekelten 
Industrieländern mit fortschrittlichem Verkehr bedeutende Forschungsarheiten 
auf die Labor- und Betriebsprüfungen der Gummi-Kord-2\laschinenelemente 
aufgewandt wurden. Diese Forsehung wurde jedoeh gar nieht oder nicht 
befriedigend mit der Untersuchung der mechanischen Eigensehaften von 
Gummi-Kord-Svstell1en verbunden: daher sind uns die sieh im \,i/ erkstoff der 
Gummi-Kord-l\Iaschinenelemente abspielenden mechanischen Erscheinungen 
und die Eigenschaften (liesps elastischen Verhulldstoffes nicht mit hinreichen­
der Genauigkeit bekannt. 

Um die Elastizitäts- und Festigkeitseigenschaften von orthotropen 
Gummi-Kord-Systemen zu untersuchen, muß der Elastizitätsmodul EI: der in 
Gummi gebetteten Kordfäden bekannt sein. Bei dessen Bestimmung ist die 
gegenseitige Wirkung yon Umhüllungsstoff und Kord zu berücksichtigen. Nach 
der im vorliegenden Beitrag gezeigten Methode lassen sich die Elastizitäts­
modulen für Druck und Zug von in Gununi gebetteten Kordfäden beliebiger 
Länge bestimmen. 

In Abb. 1 ist das :Modell eines orthotropen Gummi-Kord-Systems mit 
dem Bettungswinkel -'-x zu sehen. Bei einachsiger Zugbeanspruchung des 
Systems (Fz > 0) und einem Kordwinkel x = 0 0 werden die Kordfäden immer 
auf Zug beansprucht. Bleibt die Richtung der Zugkraft F z unverändert, so 
sind bei einem Kordwinkel x = 90° - wegen der Kontraktion in x-Richtung 
des Prüfkörpers - die Kordfäden immer auf Druck beansprucht. Es stellt 
sich die Frage, wie man den Bettungswinkel Xv ermitteln kann, der die Grenze 
zwischen Zug- und Druckbeanspruchungen der Kordfäden bildet. Dieses 
Problem verdient Aufmerksamkeit, da erfahrungsgemäß durch ·wiederholtes 
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Zusammendrücken der Kordfäden das Kordgewebe rasch zugrunde geht, dabeI' 
stellt der Winkel Xkr einen für die Bestimmung der Bedingungen der auf den 
Kordfaden "wirkenden Druckbeanspruchung geeigneten Parameter dar. 

In der zur Verfügung stehenden Fachliteratur fanden wir weder Hinweise 
über die Bestimmung des Elastizitätsmoduls E" der gummigebetteten Kord­
fäden noch über die Berechnung des Kordwinkels Xkr' 

Nur einige Beiträge behandeln die Bestimmung eines der rdaterialkenn­
werte des Verbundstoffes, der Poissonzahl. Von CLARK, S. K. [1] wurden auf 
Grund des für orthotrope Stoffe abgeleiteten allgemeinen Hookeschen Gesetzes 
und von Prüfungen an Gummi-Kord-Schläuchen die für das System kenn 
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Abb. 1. :'Iodell des orthotropen Gummi-Kord-Systems 

zeichnenden Puissonzahlen bestimmt. Das yorgeführte Verfahren gibt jedoch 
darüber keinen Aufschluß, wie die Poissonzahl durch Gummi und Kordfaden­
material sowie durch die Struktur des Gummi-Kord-Systems beeinflußt wird. 
ROBECCHI, E. [2] untersuchte yon den Struktureigenschaften der Schichtstoffe 
ausgehend, unter Berücksichtigung des Hookeschen Gesetzes die Gummi­
Kord-Systeme. Die Auswertung und Verallgemeinerung der Ergebnisse werden 
durch elen Umstand eingeschränkt, daß er seine Prüfungen nur im Bettungs-
winkelbereich 0° x 45° unternahm. 

Unter Berücksichtigung der im Fachschrifttum angeführten Ergebnisse 
setzten wir uns die Untersuchung folgender Fragen zum Ziel: 

1. Wie kann der Elastizitätsmodul E" der Kordfäden im Gummi bestimmt 
werden, wenn diese Fäden auf Zug oder Druck beansprucht sind? 

2. In welcher Beziehung steht der die Lage der kräftefreien Kordfäden 
bestimmende Bettungswinkel Xkr zu den Formänderungskennwerten in einem 
auf Zug beanspruchten Gummi-Kord-System? 

3. Wie kann man mit Hilfe der l\Iaterialkennwerte von Gummi und 
Kordfäden die Poissonzahlfnnktion des Werkstoffsystems für den gesamten 
ßettungswinkelbereich bestimmen? 
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Die Fragen werden nach einer Berechnungsmethode in Anlehnung an 
experimentelle Daten, unter Berücksichtigung der Beziehung zwischen der 
im System gespeicherten Formänderungsenergie und der Arbeit der äußeren 
Spannungen beantwortet. 

2. Die Funktion der spezifischen Formänderungsenergie des Gummis (wg) 

Von TRELOAR, L. R. G. [3] und BIDERl\lAK, V. L. [4] 'wird die Funktion 
der spezifischen Energie für Gummi im praktisch interessierenden Form­
änderungsbereich, bis zum Dehnungsmaß i.: = 1,5, in der Form angegeben. 

(kpcm -2) 

wo Cl und C2 l\1aterialkcnllwerte (in kpcm -2) des Gummis bedeuten. 
1] und 1~ sind die Inyarianten der Formänderung. Ausführlich: 

I l 

1 
C' i.J i.~ 3) I·x 

2 

I~ 
1 

1
1 

, 
1 1 

3) ~i -
2 . I·x i'5' i.~ 

(1) 

(la) 

Im weiteren wird nach der Bedingung der Volumenunveränderlichkeit 
1 

(i.xi.:): = 1) die Substitution i.~, --;;;-::;;- eingeführt. 
I.x 1.-:, 

Hierbei bedeuten: i.x ' I.y ' /.: die Dehnungen in den Hauptrichtungen der 
Formänderung und sind im übrigen die Absolutwerte der KAPpusschen Gi :ter­
vektoren [5]. 

3. Die spezifische Formänderungsenergiefunktion 
des Kordfadens in Gummi (Wie) 

Der Elastizitätsmodul E k des im Gummi gebetteten Kordfadens wird 
nach der Formel bestimmt: 

dF" ... _-_.-
d(i'k 1) 

(kp) (2) 

wo Fr; die Kraft in der Kordfadenachse (in kp), 
h das Dehnungsmaß des Kordfadens bedeuten. 

Für einen linear elastischen Kordfaden läßt sich die Funktion der spezi­
fischen Formänderung des Kordfadens wie folgt anschreiben 

Er;(l.k - 1)2 

2Ak 

(in kpcm -2) (3) 
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wobei Ar: den Kordfadenquerschnitt im Gummi bedeutet. In der Arbeit wurden 
derartige Korclfäden untersucht. 

4. Kompatihilitätsgleichungen 

Durch diesc Gleichungen 'werden die Zusammenwirkungsbedingungen 
...-on BettungsgumIDi und Kordgewebe bei der Formänderung des Verbund­
stoffes au:::gedrückt. 

4·.1 Die Kompatibilitiitsgleichung, ausgedrückt mit dem Bettungswinkel 

Cf. ist der statische Kordwinkel (Bettungswinkel). 

4.2 Die KompatibiliWtsgleichung, ausgedrückt mit dem Kord1rinkel 

1 

;.~ ;.~ 

wo der dynamische Kord'winkel /3 ein ...-eränderlicher Parameter ist. 

5. Mittlere spezifische Formänderungsenergie (w) 
des ol'thotropen Gummi-Rord-Systems 

(4) 

(5) 

Die spezifische Formänderungsenergie des VerLundstoffes wird aus der 
im Gummi gespeicherten Energie (g) und der im Kord gespeicherten Energie 
(k) im Verhältnis der spezifischen Raumteile berechnet: 

k 

w(;.~, I,,) = "'ö:' 11. 1{'. 
....... ~; l 

(kpcm -2) (6) 
i=g 

wo Vi das spezifische Volumen bedeutet. 

6. Das spezifische Potential der äußeren Spannungen (p) 

Die Arbeit der :Normalspannungen v x' v z, die auf den Seitenflächen des 
orthotropen Gummi-Kord-Systems auftreten, ergibt den Ausdruck für das 
spezifische Potential: 

z 

p(i·x, i·z) = - .2 Vj i' j 
j=x 

(in kpcm -2) (7) 
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7. Die spezifische Potentialenergie (u) 
des orthotropen Gummi-Kord-Systems 
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Die spezifische Potential energie des Systems erhält man als Summe der 
Funktionen der mittleren Formänderungsenergie (6) und des spezifischen 

Potentials (7): 

" U(lT }:) = ::JE L'i /Ci (8) 
i=g 

Die Formänderungskenn'werte I,x' I,: die übrigens gut meßbar sind, werden 
in der Ebene des Gummi-Kord-Systems, in den F ormänderungshauptrichtun­
gen unteTsucht. 

Im Gleichgewichtszustand des orthotTopen Gummi-Kord-Systems ist die 
snezifische Potentialenerzie , '. 

11 U (I.", i.:J 
minimal. 

11 (1.", I.J min! 

Diese Feststellung gestattet, das Gleichungssystem (9) anzusc!neiben: 

3u 
=0 

(9) 

Die Ausdrücke in (9) werdm unteT Berücksichtigung der Gleichungen (1), (3), 
(-1). (5), (6), (7) und (8) berechnet. 

1 
I, - c~ I ~ ,i.::;,~)l 

I,~ J 
"ii sin2

ry; - (j" = 0 
Akl,!: 

, r 1 '0 ' I] - c 2 '3 - I,x I.: 
I .. 

1 
(j: = 0 . 

3. Untersuchung der Elastizitätsmodulen in Gummi gebetteter, 
auf Zug beanspruchter Kordfäden 

(10) 

Die ETmittlungen werden beim Kordwinkel ry; 0 0 durchgeführt. Das 
Elastizitätsmodul EI: des Kords wird in Kenntnis der Kordkraft F J: und des 
dazu gehörenden Dehnungsmaßes I'i: bestimmt. ::\lan erhält die Funktion 
Fr:UJ aus dem Gleichungssystem (10) durch Substitution der Daten Ux 0, 

u_ 0, I, I'i:' X = 0°: 

;~~ l]} . (11) 
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Die zusammengehörenden \Vertpaare ).,;, u: werden für linear elastische Kord­
fäden den Zerreiß diagrammen der Gummi-Kord-Prüfkörper entnommen. 

Die Angaben des Gummi-Kord-Systems sind wic folgt: 

Vg = 0,653 
VI; = 0,34.6 
..1" = 0,00384. (in cm2) 

Cl = 5,65 (in kpcm -2) 

C2 = 7,49 (in kpcm -2) 

Die Berechnung wurde mit dem Programm 13.1 in Anlage 13 durch­
geführt und das Ergehnis in Abb. 2 graphisch dargestellt. Der Elastizitäts­
modul der Kordfäden in Gummi des Systems von der genannten Struktur 
ergibt sich im Formänderungsbereich 1 1'1; 1,03 zu Ek = 155 (kp). 

0,85 

t fk (kp) 

5.0 I 
f.,,=755kp 

t;.;p) 

11 

I1 
:: 
i! 

Abb. 2. Elastizitätsmodul Ei; der ~uIll!lli~ebettetell Kordfüden hei auf Druck und auf Zug 
~ bean~pruchten Korden 

9. Lntersuchun!! des Elastizitätsmodnls 
yon gnmmigehettet~n Kordfäden unter Druck 

:Man erhält den Ausdruck für die Kordkraft F,;(I.,J bei einachsiger Zug­
beanspruchung und heim Kord'winkel x = 90 c aus der ersten Gleichung des 
Gleichungssystems (10) durch Substitution der Werte Ux = 0, I.x = I'k in der 
einfachsten Form 

1 , . ( 
- ).. --'- C., 

'3 '.> ,.1 I -

I." /::' , 1~2 JJ . (12) 
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Um die Punkte der Funktionsgleichung (12) zu berechnen, muß der funk­
tionelle Zusammenhang ;'k = /.J:(J.J bekannt sein, den wir aus experimentellen 
Daten bestimmten. Der Ausdruck i'k = /.,,(i.J wurde aus Prüfungsergebnissen 
des Formänderungszustands von Gummi-Kord-Prüfkörpern mit einer KOl-re­
lationsrechnung ermittelt. 

L17 wo 1 (13) 

Die Abbildungsreihe 3 zeigt die Aufnahmen von den Formänderungs­
zuständen eines Prüfkörpers mit dem Kordwinkel x = 900. Die Versuche 
werden in der Veröffentlichung (6) beschrieben. 

Angaben des Gummi-Kord-Systems: 

LOg = 0,653 

1'1: 0.346 
A/{ 0,0038-1 (in cm2) 

Cl = 5,39 (in kpem -2) 

c 2 6,71 (in kpcm -2) 

Die Berechnung wurde nach den Beziehungen (12) unll (13) mit Hilfe des 
Programms 13.2 der Anlage 13 durchgeführt. Das Ergehnis wurde in Abh. 2 

Abb. 3. Formänderungsverhältnisse des Prüfkörpers mit dem Kord winkel <X 90° 
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graphisch verarbeitet. Ist der Kord auf Druck beansprucht, ergibt sich der 
Elastizitätsmodul des obengenannten Systems im Formänderungsbereich 
1 ;./( 0,846 zu EI: = 0,55 (kp). 

10. Berechnung des Bettungsv.inkels (X = (X1:r 

Im orthotropen Gummi-Kord-System mit dem Kordwinkel =x, unter 
einachsiger Zugbeanspruchung (ü: O. ü x 0) wird die Grenze z'wisehen 
Zug- oder Druckheanspruchung des Kordfadens mit folgenden Ausdrücken 
gekennzeichnet; 

(14) 

-x :=:: hJ.:r. 

GI. (6) läßt sich unter Berücksichtigung der Ausdrücke (11) in der Form 
schreiben: 

:'.lan erhält die Beziehung für die Fonnänderungskennv;erte I. x' J.: die 
zu eIer Lag" (kr kräftefreien Kordfäden bestimmenden Bettungs'winkel Xkr 

gehören, auf' cff'r erS1f'n Gleichung des Gleichungssystem (10). 

1 
.L • (15) 

'Cnln Bt'rücksich"cigung des Zusammenhangs (15) wird der Kordwinkel 

X;.r mit Gl. (cl) '·~Techllet. 

tg X I:r = 2 

Xi" = 54· c -10' . (16) 

Für Korclfäden mit dem Bettungswinkel X = x, r wurde bei einachsigem Zug 
der Winkel ,) <1l1S den Ausdrücken (5), (15) ermittelt, und der dynamische 
Kordwinkel ergab sich zu ß 54°,10'. Das bedeutet. daß sieh bei dem Bettungs­
winkel x X!:r der Kordwinkel unter Last nicht ...-crändert, und die Energie 
des Systems durch die im Gummi gespeicherte Energie gekennzeichnet wird. 

Zusammenfassend läßt sich feststellen, daß man zu Beginn der Form­
änderung im Winkelbereich 0' :: x ~: 54'4·0' stäts auf Zug beanspruchte 
Kordfädell hat. im Winkelintervall 54'4·0' / x 90' sind die Korclfäden bei 
einachsiger Zugheanspruchung (u: /'0) des Systems auf Druck beansprucht. 
Die Frage wird mit der maschinellen Durchrechnung in [6] ausführlicher 
behandelt. 
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11. Bestimmung und der Funktion der PoissonzahI 

In diesem Abschnitt snll die Funktion df'T PoiE'sonzahl in Ahhängigkeit 
vom KOl'dbettnngs,\-inkel x und vom Elastizitätsmodul EI: des Kords hestimmt 
werden, daher heziehf'll sieh die rntersuehungen auf den Fnrmändel'ungs­
beginn (/.: = 1, I.x 1). Die Durchführung soll dadurch erleichtert wf'rden, 
daß 'wir die einfai'hstr' Form (1) (ler FormänrlerullgsPllergif'funktioll des Gum­
mis einführen. 

(in kpem (17) 

wo Co der :31att'rialkennwert dt's Gummis (in em -2) ist. 

Es wird die erEtc Gl,'ichullg des GkichungssYEtCll1E (10) benutzt, für dir' 
die Funktionsgleichung bei gUlllllligehetteten, linear elastisehen Kordfäden 
unter ,'Oll (17) m Form gesc!uiz'ben wirrl: 

1 • 0 
SIll- X . (18' . ) 

Die Poissonzahl ,llz wird mit Hilfe deI' Fonnändcrungskcnnwertr, I. x , 1'2 'WW 

folgt definiert: 

Cl 
(19) Jl;:: == 

Die Formel (19) der PoisEonzahl wird mit der Funktionsgleichung (18) III der 

Annahmc der V olumenullvcriinderliehkeit (/.).yl'2 = 1) hestimmt: 

Ausführlich ausgeschrieben 

mit 

lim' 
/.;-1 

; . .:-1' 

aj 

2 -L S Si112 x eos~ :x 

4· S sin4 x 

In der Formel (21) der Poissonzahl 'wird für den Bettungswinkel 

(20) 

(21) 

(22) 

bei :x <xu der Elastizität;;modul der KOTdfäclcn unter Zughelastung, 
hei :x > X!:r der Elastizitätsmodul der Kordfäden unter Druckhelastung 

eingesetzt. Für die im ynrigen untersuchten Gummi-Kord-System wurden 

die Funktionspunkte ?t z = p:(x, EIJ mit Hilfe des Programms 13.3 der Anlage 

7 Periodica Polytechnica Transport Ellg. I/2. 
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Abb. 4. Dar~tellullg der Funktion der Poissonsehen Zahl des orthotropen GUlllmi-Kord-Systems 

13 hCi'timmt. In unscrcm FaHc hat die Funktion 
Maximum; hier hat die Funktion den \Vert 

(Ahh.4.) 

Für die Grenzwerte des Kordbettungswinkels :z viurden die Poissonzahlcn P'z 
aus dp,r Formel (21) bcrechnet. Die theoretisch ermittelten Ergebnisse wur­
den an Prüfkörpern mit dcn Kordwinkeln 7.J = 0° und:z~ 90° erhaltenen 
Meßwerten verglichen. Die Ergebnisse des ""'{ergleichs sind in Tabelle I ZUSUI1l­

mengefaßt. 

Tabelle 

/-", [J.;j 

0° 0,5 0,47 
90° 0,178 0,17 

fLzt theoretische Poissonsche Zahl, 
fLzj Poissonsche Zahl nach den Versuehen, 
AF absoluter Fehler, 
VF verhältnismäßiger Fehler in Prozenten. 

AF YF(%) 

0,03 6,0 
0,008 l1,5 
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Zusammenfassung 

Für die Analyse der Elastizitätseigenschaften von orthotropen Gummi-Kord-Systemen 
und um die für diesen Yerbnndstoff kennzeichnenden Poissonschen Zahlen zu ermitteln, wurde 
ein auf experimentellen Daten beruhendes Berechnnngsverfahren entwickelt. Die Unter­
suchnngen wurden anf Grund der Beziehung zwischen der im Stoffsystem gespeicherten Form­
ünderlln~senergie und der Arbeit der auf den Verbunds toff wirkenden ::\ ormalspannungen 
durch~eführt. Es \nrrden die Elastizitätsmodule der gummigebetteten Kordfäden berechnet, 
wenn 'der Kord auf Zug oder anf Druck beansprucht ist. Di; Funktion der Poissonzahl wurde 
im gesamten Bettllngswinkelbcreich (X an hand der :\Iaterialkennwerte von Gummi und Kord 
bestimmt. Die ausge;;rbeitete :\Icthode eignet !'!ich für die Prüfung von Gummi-Kord-Systemell 
sowie von anderen fa!'!erverstürkten oder fadenverstärktell Verbulldstoffen. 

13.1. 

Anlage 13 

(Programme) 

'CmüIE::\T ELASTIZITAETS'\WDl'L BEIM Zl'G: 
'BEGI::\ 'REAL AK, VK, YG, Cl, C2, FK: 
'I?-iTEGER 1. ?-i: 
READ(AK, VK, YG, Cl, C~, ::\): 
'BEGE\ 'ARRAY Z, K[l:?-i]: 
READ(Z, K): 
'BEGE, 1:=0: 
'FOR I: 1 'STEP 1 T::\TIL ;:\ 'DO 
'BEG1?-i 
FK:=(AKIVK) ",(Z[I]-;-VG"(CI ",«IIK[1] c 2) (K[1]h--C2 ,,,«I/K[I] : 3)-1»): 
FOR:\IAT("'?I=12!! !Z=123.12!! !K=1.l2!! !FK= 123456.12S): 
PRI;:\T(I,Z[I]. K[I]. FK): 
'END: 
'END; 
'END: 
'END:? 
13.2. 
'CO:\ßlE::\T ELASTIZ1TAETS:\WDeL BEDI DReCK: 
'BEGIN 'RK-\L AK, VK, VG, Cl, C2. FK: 
'E\TEGER I. ?-i: 
READ(AK, ,hz, VG, Cl. C2, N): 
'BEGIN 'ARRAY Z, K[l:?-i]: 
READ(Z, K): 
'BEGIN 1:=0: 
'FOR I:=l 'STEP 1 'U?-iT1L ?-i 'DO 
'BEGIN 
FK:=AK '~(VG!VK) ',,(Cl ,,-«l/(K[I] t 3 ",Z[I] i 2))- K[I]) 
+C2 ,,,«l/K[1] t 3)-K[1] ",Z[1] ",2»): 
FOR~rAT("?I=12! !Z=1.l23! !K=1.l23! !FK= 1234-.12345678S): 
PRIl'''--T(I. Z[I], K[I], FK): 
'END: 
'END: 
'END: 
'END:? 
13.3. 
'COMMENT POISSO?-iSCHE ZAHL: 
'BEGIN 'REAL P, S; 
'INTEGER I: 
READ(S); 
'BEGIN 
'FOR 1:=0 'STEP 1 'UNTIL 90 'DO 
'BEGIN 
P:=(2+S *(SIN(3.141592 ,dl180) t 2 * 

7* 
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(COS(3.1.1159::! ;.1180» t ::!)! 
(-1-:-S *i(SE\"(3.U159::! idIl30» ! 4): 
FOR:.\IAT("·?I=123 ~! lP= 123.1::!3S); 
PRI;\"T(I, P): 
'E;\"D; 
'E;\"D: 
'E;\"D: ? 

\Vichtige Bezeichnungen 

Zugkraft 

Co' Cl' C:;: 

1,,12 

Elastizitätsmodul des in GUl1uni gebettcten I;:'ordfadcns 

spezifische Formänderungsenergie des GUllunis 
spezifische F ormänderungsellergie des Kordfadens 

:.\Iatcrialkelluwcrte des Gummis 

Formäuderullgsiuvariantcll 

IV 

P 
II 

,u::. 
7. 

i"}" ;.L Ausdrücke der Delmungsmaße. Illl allgemeincn i. 
Korclkraft 

Kordqucrschni tt 

spezifische Formünderuugsenergie des Gummi-Kord-SystcIlls 
spezifisches Potential 

Funktion dcs ;;pezifischcll P0tentials 
:-~ onnalspannungen 

spezifisciws Yolumcll 

Funktion der Poisson"ehcn Zahi 
E.ordbettungswinkcl 
kritischer EOl'dwinkcl 

dynamischer Kordwinkel 

spezifische Längenänderung 
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