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1. Einleitung

Gummireifen, Membrane fiir Lufifedern, Gummisehlduche mit Kord-
einlage, einzelne Typen der Gummiguri-Bandférderer sowie eine Art der
Brennstoffbehalter fiir Flugzeuge werden aus im Gummi gebettetem und vulka-
nisiertem Kordgewebe hergestellt., Fiir die Struktur der angefiithrten Gummi-
Kord-Maschinenelemente ist die diagonale Kordfadenanordnung kennzeich-
nend.

Es darf cinfihrend festgestellt werden, dafi in den hochentwickelten
Industrieldndern mit fortschrittlichem Verkehr bedeutende Forschungsarbeiten
auf die Labor- und Betriebspriifungen der Gummi-Kord-Maschinenelemente
aufgewandt wurden. Diese Forschung wurde jedoch gar nicht oder nicht
befriedigend mit der Untersuchung der mechanischen Eigenschaften von
Gummi-Kord-Systemen verbunden: daher sind uns die sich im Werkstoff der
Gummi-Kord-Maschinenelemente abspielenden mechanischen Erscheinungen
und die Eigenschaften dieses elastischen Verbundstoffes nicht mit hinreichen-
der Genauigkeit bekannt.

Um die Elastizitdts- und Festigkeitseigenschaften von orthotropen
Gummi-Kord-Systemen zu untersuchen, muf} der Elastizititsmodul E; der in
Gummi gebetteten Kordfiden bekannt sein. Bei dessen Bestimmung ist die
gegenseitige Wirkung von Umhiillungsstoff und Kord zu beriicksichtigen. Nach
der im vorliegenden Beitrag gezeigten Methode lassen sich die Elastizitits-
modulen fiir Druck und Zug von in Gummi gebetteten Kordfdden beliebiger
Linge bestimmen.

In Abb.1 ist das Modell eines orthotropen Gummi-Kord-Systems mit
dem Bettungswinkel o zu sehen. Bei einachsiger Zugbeanspruchung des
Systems (F. > 0) und einem Kordwinkel x = 0° werden die Kordfiden immer
auf Zug beansprucht. Bleibt die Richtung der Zugkraft F. unverindert, so
sind bei einem Kordwinkel « = 90° — wegen der Kontraktion in x-Richtung
des Priifkérpers — die Kordfiden immer auf Druck beansprucht. Es stellt
sich die Frage, wie man den Bettungswinkel o, ermitteln kann, der die Grenze
zwischen Zug- und Druckbeanspruchungen der Kordfiden bildet. Dieses
Problem verdient Aufmerksamkeit, da erfahrungsgemi durch wiederholtes
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Zusammendriicken der Kordfiden das Kordgewebe rasch zugrunde geht, daher
stellt der Winkel «,, einen fiir die Bestimmung der Bedingungen der auf den
Kordfaden wirkenden Druckbeanspruchung geeigneten Parameter dar.

In der zur Verfiigung stehenden Fachliteratur fanden wir weder Hinweise
iiber die Bestimmung des Elastizititsmoduls E, der gummigebetteten Kord-
fiden noch iiber die Berechnung des Kordwinkels z,,.

Nur einige Beitrige hehandeln die Bestimmung eines der Materialkenn-
werte des Verbundstoffes, der Poissonzahl. Von Cragrxk, S. K. [1] wurden auf
Grund des fiir orthotrope Stoffe abgeleiteten allgemeinen Hookeschen Gesetzes
und von Priifungen an Gummi-Kord-Schliuchen die fiir das System kenn

Abb. 1. Modell des orthotropen Gummi-Kord-Systems

zeichnenden Poissonzahlen bestimmt. Das vorgefithrte Verfahren gibt jedoch
dariiber keinen Aufschlul}, wie die Poissonzah! durch Gummi und Kordfaden-
material sowie durch die Struktur des Gummi-Kord-Systems beeinflufit wird.
Rosrccar, E. [2] untersuchte von den Struktureigenschaften der Schichtstoffe
ausgehend, unter Beriicksichtigung des Hookeschen Gesetzes die Gummi-
Kord-Systeme. Die Auswertung und Verallgemeinerung der Ergebnisse werden
durch den Umstand eingeschrinkt, daBl er seine Priifungen nur im Bettungs-
winkelbereich 0° <{ « < 45° unternahm.

Unter Beriicksichtigung der im Fachschrifttum angefiithrten Ergebnisse
setzten wir uns die Untersuchung folgender Fragen zum Ziel:

1. Wie kann der Elastizitdtsmodul E, der Kordfidenim Gummi bestimmt
werden, wenn diese Fiaden auf Zug oder Druck beansprucht sind?

2. In welcher Beziehung steht der die Lage der kriftefreien Kordfaden
bestimmende Bettungswinkel «;, zu den Forminderungskennwerten in einem
auf Zug beanspruchten Gummi-Kord-System ?

3. Wie kann man mit Hilfe der Materialkennwerte von Gummi und
Kordfaden die Poissonzahlfunktion des Werkstoffsystems fiir den gesamten
Bettungswinkelbereich bestimmen ?
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Die Fragen werden nach einer Berechnungsmethode in Anlehnung an
experimentelle Daten, unter Beriicksichtigung der Beziehung zwischen der
im System gespeicherten Forminderungsenergie und der Arbeit der dufleren
Spannungen beantwortet.

2. Die Funktion der spezifischen Forminderungsenergie des Gummis (w,)

Von Treroar, L. R. G. [3] und Bipervan, V. L. [4] wird die Funktion
der spezifischen Energie fiir Gummi im praktisch interessierenden Form-
anderungsbereich, bis zum Dehnungsmaf %, = 1.5, in der Form angegeben.

we = ¢dy + ¢l (kpem %) (1)

wo ¢, und ¢, Materialkennwerte (in kpem —2) des Gummis bedeuten.
I, und I, sind die Invarianten der Forminderung. Ausfithrlich:

(1a)

Im weiteren wird nach der Bedingung der Volumenunverdnderlichkeit

/> = 1) die Substitution 7} = —— eingefiihrt.
. Ly

Hierbei bedeuten: 7, i, 2, die Dehnungen in den Hauptrichtungen der
Formianderung und sind im ibrigen die Absolutwerte der Kaprusschen Gi:ter-

(]
1

P

vektoren [5].

3. Die spezifische Forminderungsenergiefunktion
des Kordfadens in Gummi (w,)

Der Elastizitdtsmodul E, des im Gummi gebetteten Kordfadens wird
nach der Formel bestimmt:
dFlc

wo F, die Kraft in der Kordfadenachse (in kp),
2, das Dehnungsmall des Kordfadens bedeuten.
Fir einen linear elastischen Kordfaden 148t sich die Funktion der spezi-
fischen Forminderung des Kordfadens wie folgt anschreiben

w0, = E__.__ (in kpem-2) 3)
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wobei A, den Kordfadenquerschnitt im Gummi bedeutet. In der Arbeit wurden
derartige Kordfiaden untersucht.

4. Kompatibilititsgleichungen
Durch diese Gleichungen werden die Zusammenwirkungsbedingungen
von Bettungsgummi und Kordgewebe bei der Forménderung des Verbund-

stoffes ausgedriickt.

4.1 Die Kompatibilititsgleichung, ausgedriickt mit dem Beitungswinkel

12

3 = J2sin? 2 - J2cos?x (4)

o

o ist der statische Kordwinkel (Bettungswinkel).

4.2 Die Kompatibilitiisgleichung, ausgedriickt mit dem Kordwinkel

14

1 sin? § cos®f -
— = + ()
s 22 :

13
~
(R 8

o

wo der dynamische Kordwinkel 3 ein veriinderlicher Parameter ist.
5. Mittlere spezifische Forminderungsenergie (w)
des orthotropen Gummi-Kord-Systems
Die spezifische Form#nderungsenergie des Verbundstoffes wird aus der

im Gummi gespeicherten Energie (g) und der im Kord gespeicherten Energie
(k) im Verhiltnis der spezifischen Raumteile berechnet:

v
w(ldy, £;) = Z v w; (kpem ~2) (6)

wo v; das spezifische Volumen bedeutet.

6. Das spezifische Potential der duBeren Spannungen (p)

Die Arbeit der Normalspannungen ¢, ¢,, die auf den Seitenflichen des
orthotropen Gummi-Kord-Systems auftreten, ergibt den Ausdruck fiir das
spezifische Potential:

P()'x’ /':) =

(Y
Q

i (inkpem—?) (M)

I
*®

J
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7. Die spezifische Potentialenergie (u)
des orthotropen Gummi-Kord-Systems

Die speszifische Potentialenergie des Systems erhilt man als Summe der
Funktionen der mittleren Form#nderungsenergie (6) und des spezifischen
Potentials (7):

k
wlhe Ay = Sviw,— Mol (8)

Die Forminderungskennwerte 2., A, die iibrigens gut mefibar sind, werden
in der Ebene des Gummi-Kord-Systems, in den Forméinderungshauptrichtun-
gen untersucht.
Im Gleichgewichtszustand des orthotropen Gummi-Kord-Systems ist die
spezifische Potentialenergie
w o= u(l,, A

1
—

minimal.
w(t,, 2.) = min!

Diese Feststellung gestattet, das Gleichungssystem (9) anzuschreiben:

-.C’T”_ —0
G
; %)
BLI
GYR

Die Ausdriicke in (9) werden unter Berticksichtigung der Gleichungen (1), (3)>
(4. (3), (6). (7) und (8) berechnet.

1 ' | F.i. .
Vol €y /iy - an - , - & [— e Ay /%J -+ ""';'«:"_h_f; sin® o — Oy = 0
' .‘ Ve A3 L
(10)
1 , 1 ... Z F. 7
vy leq [As —| e | T AR A —Z cos?ox—og,=10.
. B 7 Ay 2

8. Untersuchung der Elastizitdtsmodulen in Gummi gebetteter,
auf Zug beanspruchter Kordfdden

Die Ermittlungen werden beim Kordwinkel x == 0° durchgefithrt. Das
Elastizitdtsmodul E, des Kords wird in Kenntinis der Kordkraft F, und des
dazu gehorenden Dehnungsmafles 7, bestimmt. Man erhilt die Funktion
F, (/ ) aus dem Gleichungssvstem (10) durch Substitution der Daten o, = 0,

= 0,7, = A, o= 0%
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Die zusammengehdrenden Wertpaare 4, o, werden fiir linear elastische Koxd-
fiden den Zerreildiagrammen der Gummi-Kord-Priifkérper entnommen.
Die Angaben des Gummi-Kord-Systems sind wie folgt:

v, = 0,653

v, == 0,346

A, = 0,00384 (in cm?)

¢, = 5,65 (in kpem—?)

¢, =749  (in kpem~—?)

Die Berechnung wurde mit dem Programm 13.1 in Anlage 13 durch-
gefithrt und das Ergebnis in Abb. 2 graphisch dargestellt. Der Elastizitits-
modul der Kordfiden in Gummi des Systems von der genannten Struktur
ergibt sich im Forminderungsbereich 1 < 4, <€ 1,03 zu E, = 155 (kp).

=07 (ko)

F;

Abb. 2. Elastizititsmodul E, der gummigebetteten Kordfidden bei auf Druck und auf Zug
beanspruchten Korden

9. Untersuchung des Elastizitdtsmoduls
von gummigebetteten Kordfdden unter Druck

Man erhilt den Ausdruck fiir die Kordkraft F.(7,) bei einachsiger Zug-
beanspruchung und beim Kordwinkel « = 90° aus der ersten Gleichung des
Gleichungssystems (10) durch Substitution der Werte ¢, = 0, 4, = /; in der
einfachsten Form

s z E

ol 72) = A, 8 [
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Um die Punkte der Funktionsgleichung (12) zu berechnen, mufl der funk-
tionelle Zusammenhang 4, = 7,(2.) bekannt sein, den wir aus experimentellen
Daten bestimmten. Der Ausdruck 4, = 7,(4.) wurde aus Priifungsergebnissen
des Forminderungszustands von Gummi-Kord-Priifkérpern mit einer Korre-
lationsrechnung ermittelt.

Jpo= —0,174. + 11T wo < A< 1.9. (13)

Die Abbildungsreihe 3 zeigt die Aufnahmen von den Forminderungs-
zustinden eines Priifkérpers mit dem XKordwinkel z = 90°. Die Versuche
werden in der Versffentlichung (6) beschrieben.

Angaben des Gummi-Kord-Systems:

vy = 0.653

v, = 0,346

A, = 0,00384 (in cm?)

¢, = 5,39 (in kpem=?)

¢, = 6,71 {in kpem 3

Die Berechnung wurde nach den Beziehungen (12) und (13) mit Hilfe des
Programms 13.2 der Anlage 13 durchgefithrt. Das Ergebnis wurde in Abb. 2

Abb. 3. Forminderungsverhiltnisse des Priifkérpers mit dem Kordwinkel « == 90°
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graphisch verarbeitet. Ist der Kord auf Druck beansprucht, ergibt sich der
Elastizitdtsmodul des obengenannten Systems im Forminderungsbereich

1< 3, < 0,846 zu E, = 0,55 (kp).

18. Berechnung des Betiungswinkels o = o,

Im orthotropen Gummi-Kord-System mit dem Kordwinkel —z, unter
einachsiger Zugbeanspruchung (o, > 0,0, = 0) wird die Grenze zwischen
Zug- oder Druckbeanspruchung des Kordfadens mit folgenden Ausdriicken
gekennzeichnet:

dp=1 (14)
*L = Z!c,r' =

Gl. (6) 1aBt sich unter Beriicksichtigung der Ausdricke (14) in der Form
schreiben:

W o= U,W,.

Man erhilt die Bezichung fir die Forminderungskennwerte 7., A, die
zu der La

e

ge der kriftefreien Kordfiden bestimmenden Bettungswinkel o,
en, aus

sehor

ter ersten Gleichung des Gleichungssystem (10).

‘\»
o
[
I
[

(15)

ol
N
=
o
o
o
o
o,
172
bl
(]
e

:';lfrung des Zusammenhangs (15) wird der Kordwinkel
2 mit Gl (4) m-re(‘} et

-
Ej]
§

8
ol

KT i

%, = 54°40" . (16)

Fiir Kordfiden mit dem Bettungswinkel 2 = x,, wurde bei einachsigem Zug
der Winkel 5 aus den Ausdriicken (5), (15) ermittelt, und der dynamische
Kordwinkel ergab sich zu 8 = 54°40". Das bedeutet, daf} sich bei dem Bettungs-
winkel o == z,, der Kordwinkel unter Last nicht verindert, und die Energie
des Systems durch die im Gummi gespeicherte Energie gekennzeichnet wird.

Zusammentfassend ldBt sich fe~t<tellen. daBl man zu Beginn der Form-
inderung im Winkelbereich 0° 4°40" stits auf Zug beanspruchte
Kordfiden hat, im Winkelintervall 54 40' % <L 90° sind die Kordféden bei
einachsiger Zugheanspruchung (c. > 0) des Systems auf Druck beansprucht.
Die Frage wird mit der maschinellen Durchrechnung in [6] ausfiihrlicher

behandelt.
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11. Bestimmung und Untersuchung der Funkiion der Poissonzahl

In diesem Abschnitt soll die Funktion der Poissonzahl in Abh#ngigkeit
vom Kordbettungswinkel « und vom Elastizit

atsmodul £, des Kords bestimmt
werden, daher beziehen sich die Untersuchungen auf den Forminderungs-

beginn (i, =1, /= 1). Die Durchfithrung soll dadurch erleichtert werden,

dal} wir die einf: 1(‘}1~’w Form (1) der Forménderungsenergiefunktion des Gum-
mis einfiihren.

w, = ¢od; (in kpem~—?) (17)

wo ¢, der Materialkennwert des Gummis (in em 1‘} ) ist.
Es wird die erste Gleichung des Gleichu tems (10) benutzt, fiir die

die Funktionsgleichung bei gummigebeﬁefen,, thf“lI das ischen Kordfiaden

unter Beriicksichtigung von (17) @

1 geschrieben wivd:

Flogn ) = vp00 | Ay — ———| + 00 7 Josin

. (18)

Die Poissonzahl p, wird mit Hilfe der ¥ skennwerte A, /4, wie

folgt definiert:

=

=Ll (19)

-
tf

(>
So

[N

Die Formel (19) der Poissonzahl wird mit der Funktionsgleichung (18) in der
Annahme der Volumenunverinderlichkeit (. Srasts 1) bestimmi:

B (20)

Ausfithrlich ausgeschrieben
. 2 4+ Ssin?xcostux
/"z(’iv El> = - e - (2’1)
4 -~ Ssintx
mit
v, B,
S — J5 *—’-I\ . (22)
v Co .’_{I

In der Formel (21) der Poissonzahl wird fiir den Bettungswinkel
bei o <, der Elastizititsmodul der Kordfdden unter Zugbelastung,
bei o > o, der Elastizititsmodul der Kordfiden unter Druckbelastung
eingesetzt. Fiir die im vorigen untersuchten Gummi-Kord-System wurden
die Funktionspunkte p. = p.(x, E,) mit Hilfe des Programms 13.3 der Anlage

7 Periodica Polytechnica Transport Eng. Ij2.




193 8. POSFALVI und P. SZOR
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Abb. 4. Darstellung der Funktion der Poissonschen Zahl des orthotropen Gummi-Kord-System
£ P b

th

13 bestimmt. In unserem Falle hat die Funktion u,(x, E,) bel o = 12° ein
Maximum: hier hat die Funktion den Wert

1,(12°, 154) = 10,729 (Abb. 4)

Fir die Grenzwerie des Kordbettungswinkels « wurden die Poissonzahlen p,
aus der Formel (21) berechnet. Die theoretisch ermittelten Ergebnisse wur-
den an Prifkorpern mit den Kordwinkeln o; == 0° und «, = 90° erhaltenen
MeBwerten verglichen. Die Ergebnisse des Vergleichs sind in Tabelle I zusam-
mengefabt.

Tabelle I
I s AF VF {%)
0° 05 0,47 ¢+ 0,03 6,0
90° . 0,178 0,17 0,008 4,5

4., theoretische Poissonsche Zahl,

u,; Poissonsche Zahl nach den Versuchen,
AF absoluter Fehler,

VF verhdltnisméaBiger Fehler in Prozenten.
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Zusammenfassung

Fiir die Analyse der Elastizitidtseigenschaften von orthotropen Gummi-Kord-Systemen
und um die fiir diesen Verbundstoff kennzeichnenden Poissonschen Zahblen zu ermitteln, wurde
ein auf experimentellen Daten beruhendes Berechnungsverfahren entwickelt. Die Unter-
suchungen wurden auf Grund der Beziehung zwischen der im Stoffsystem gespeicherten Form-
dnderungsenergie und der Arbeit der auf den Verbundstoff wirkenden Normalspannungen
durchgefithrt. Es wurden die Elastizititsmodule der gummigebetteten Kordfidden berechnet,
wenn der Kord auf Zug oder auf Druck beansprucht ist. Die Funktion der Poissonzahl wurde
im gesamten Bettungswinkelbereich « anhand der Materialkennwerte von Gummi und Kord
bestimmt. Die ausgearbeitete Methode eignet sich fiir die Priifung von Gummi-Kord-Systemen
sowie von anderen faserverstirkten oder fadenverstirkten Verbundstoffen.

Anlage 13
(Programme)

13.1.

'COMMENT ELASTIZITAETSMODUL BEIM ZUG:
'BEGIN "REAL AK, VK, VG, (€1, €2, FK.
INTEGER I N:

READ(AK, VK, VG, C1, C2, N);

'BEGIN "ARRAY Z, K[1:N}:

READ(Z, K);

‘BEGIN 1:=0:
FOR I:=1"’STEP 1 'UNTIL N ’'DO
'BEGIN

FORMAT(? ?1==121117Z==1231211!1K=1.121! IFK = — 123456,
PRINT(I. Z[I]. K[I]. FK):

*END;

END;

END;

END:?

13.2.

*COMMENT ELASTIZITAETSMODUL BEIM DRUCK:
'BEGIN "REAL AK, VK. VG, €1, C2, FX:

INTEGER 1, N:

READ(AK, VK, VG, C1, C2, N);

*BEGIN "ARRAY Z, K[1:N];

FK:=(AK/VK) #(Z[1)+VG #(Cl +(UK[I] 1 2)— (K[1])=C2 » (( )'R{I]:S)-l))):

READ(Z, K}

'BEGIN I: =0

’FOR I:=1'STEP 1 'UNTIL XN 'DO
'BEGIN

FK:=AK #(VG/VE) #(CL #((L(K[T] + 3 #2[1] 1 2))~ K1)
+C2 #((1/K[I] t 3)—K[I] =Z[I] =2)):

FORWI»XT(’WI—I') NZ=1123 11K =1.123 1 'FK = —1234.12345678%);
PRINT(I, Z[1], K[I], FK):

"END;

‘END:

'END;

END:?

13.3.

*COMMENT POISSONSCHE ZAHL:

'BEGIN "REAL P, S;

'INTEGER I:

READ(S);

'BEGIN

’FOR 1:=0 *STEP 1 *UNTIL 90 DO

BEGIN

Pi—(2--S #(SIN(3.141502 1/180)) 4 2

ks
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VAT

/180)) + :
P=—123.1258);

AT( I 125 1
INT(L, P):

Wichtige Bezeichnungen

F, Zugkraft

E, Elastizitatsmodul des in Gummi gebetteten Kordfadens
w, spezifische Forminderungsenergie des Gummis

wy, spezifische Forminderungsenergie des Kordfadens

Cos C1s Co Materialkennwerte des Gummis

I, I, Forminderungsinvarianten

Fses Fype bze 7y Ausdriicke der Dehnungsmale, im allgemeinen 2 =1 - ¢
F, ’ Kordkraft

As Kordquerschnitt

w spezifische Forminderungsenergie des Gummi-Kord-Systems
P spezifisches Potential

u Funktion des spezifischen Potentials

Normalspannungen
spezifisches Volumen

Funktion der Poissonschen Zahi

% Kordbettungswinkel

pr kritischer Kordwinkel

i3 dvnamischer Kordwinkel

K spezifische Lidngeninderung
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